
9 дәріс 

Дәріс тақырыбы: Коэффициенттері тұрақты n-шi ретті біртекті сызықты 

дифференциалдық теңдеулер. 

 

Жоспар. 

1. Теңдеу шешуінің фундаменталдық жүйесі . 

2. Сипаттаушы теңдеу түбірлеріне сәйкес теңдеудің жалпы шешімдері. 

3. Тұрақты коэффициентті теңдеулерге келтірілетін n – ретті сызықтық 

теңдеулер. 

 

1. Теңдеу шешуінің фундаменталдық жүйесі  

 

Алдымен  

   xnnx ee   , ;,...2,1,0 nn                                            (1) 

 -нақты немесе комплекстік сандар болғанда орынды болатынын 

дәлеледейік. 

1)  -нақты сан болғанда (1) формула орынды 

болатыны белгілі 

2) к – комплекстік сан болсын, яғни  i2,1  

Эйлер формуласы бойынша 
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теңдеуді қарастырайық, мұнда  niai ,1 -тұрақты коффициенттер. 

(2) теңдеудің шешімін табу үшін теңдеу шешімінің фундаменталдық 

жүйесін табу қажет, яғни 
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(3) табылғаннан кейін (2) теңдеудің жалпы шешімі 

     xyCxyCxyCy nn ...2211                                     (4) 

болатыны белгілі, iC -тұрақты шамалар 

(2) тендеудің дербес шешуін Эйлер бойынша 
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түрінде іздейміз, мұнда  -нақты немесе комплекстік сандар. 

(5) – ті (2) ге қойсақ: 
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 nP  L  операторының сипаттаушы көпмүшелігі, ал (8) теңдеу оның 

сипаттаушы теңдеуі деп аталады. 

 

2. Сипаттаушы теңдеу түбірлеріне сәйкес теңдеудің жалпы шешімдері. 

 

(8) сипаттаушы теңдеудің түбірлері нақты, комплекстік сандар және 

еселік түбірлерде болуы мүмкін, осыларды жеке – жеке қарастырайық. 

1) Айталық (8) теңдеудің түбірлері өзара тең емес  

n ,...,, 21                              (9) 

болсын дейік. Онда (5)-ке байланысты (2) теңдеудің дербес шешімдері 
xxx neee


,...,, 21                                                          (10) 

болады. 

Енді (10) шешулер тобының (2) теңдеу шешуінің фундаменталдық жүйесі 

болатын дәлелдеу қажет. Ол үшін W(x) вронскианды қарастырамыз. 
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Вандермонд анықтауышы ол ешқашанда   0 ;00  xW  жоғарыда 

келтірілген теоремаларға байланысты (10) функциялар тобы (2) теңдеу 

шешуінің фундаменталдық жүйесін құрады. 

Олай болса (2) теңдеудің жалпы шешімі 
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2) Айталық (8) теңдеудің түбірлері әртүрлі, бірақ арасында комплекстік 

түбірлері де бар болсын, яғни 

k ,...,, 21 -к нақты түбірлер және 

mkmkmkkkkkkk iii    ,...,, 222111  

2m комплекстік түбірлер (себебі комплекстік түбірлер түйіндес болатыны 

белгілі) 

Түбірлердің саны mkn 2  болады, әрбір түйіндес комплекстік 

шешімнен екі нақты шешімдер бөліп алынатыны белгілі. Сондықтан 
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аламыз, осы шешімдерден сызықтық комбинация – теңдеудің жалпы шешімі 
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3) Айталық (8) сипаттаушы теңдеу түбірлері нақты сандар, әрі олардың 

арасында еселік түбірлер болсын дейік. 

Егер   түбірі S  еселік болса, онда 

0)(,...,0)(,0)( )1(1   xPPP S                           (13) 

L  операциясы (амалы) және оны   бойынша дифференциялдау орын 

алмастырымды болғандықтан 

         mxxmx

m

m

PeexLeL
d

d


 


                         (14) 

Бұл көбейтіндіні дифференциялдау үшін Лейбниц ережесін пайдалансақ: 
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Айталық, (8) теңдеудің 1  S -еселік түбірі болсын, онда (15) сәйкес, әрі 

(13) еске алсақ: 
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Сонымен  
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S  шешім аламыз, бұлардың теңдеу шешімінің фундаменталдық жүйесі 

болатынын дәлелдеу қиын емес, себебі   0xW . 

Сондықтан (2) теңдеудің жалпы шешімі 

  12
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болады. 

Жоғарғы айтылғандарға орай, егер (8) теңдеудің түбірлері 1  еселігі 

21,S  еселігі kS ,...,2  еселігі kS  мұнда nSSS k  ...21  болса, (2) 

теңдеудің төмендегі n  шешімі болады. 
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Бұл жағдайдағы (2) теңдеудің жалпы шешімі 
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Мысал:1) 022  yyyy  

сипаттама теңдеуі ;1,1,2022 321
23    

xxx eCeCeCy  32
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1  жалпы шешімі. 

2) 033  yyyy  

сипаттама теңдеуі  

0133 23      01
3
  

1  3 еселік түбірі бар, сондықтан 
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321 xCxCCey x    

3) 092  yyy  
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 xCxCey x 22sin22cos 21    

3. Тұрақты коэффициентті теңдеулерге келтіретін n – ретті сызықтық 

теңдеулер 
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біртекті n -ретті сызықтық теңдеуді қарастырайық, мұнда    nixPi ,1  -

коэффициенттері айнымалы шамалар, x -тің функциялары. 

(21) теңдеуде тәуелсіз айнымалыны ауыстыру арқылы, оны 

коэффициенттері тұрақты теңдеуге келтіру мәселесін қарастырайық. 

  xt                                                      (22) 

ауыстыруын қолданайық. 

Сонда: 
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(22) – ні (21) – ге қойып   nx  бөлсек, мына теңдеу шығады. 
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(24) теңдеудегі  x  функциясын y  алдындағы коэффициент тұрақты 

шама болатындай етіп алуымыз қажет. Сондықтан 
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шығады. 

Бұл Еругин формуласы деп аталады. Егер (21) теңдеу коэффициенттері 

тұрақты теңдеуге айналатын болса, онда ол тек қана (25) ауыстыру 

формуласы арқылы келтіріледі. 

Енді (25) ауыстыру формуласы арқылы тұрақты коэффициентті теңдеуге 

келтірілетін теңдеулерді қарастырайық. 

1) Эйлер теңдеуі: 
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Эйлер теңдеуі деп аталатын теңдеу берілсін, мұнда  niai ,1 -тұрақты нақты 

сандар. (21) және (26) теңдеуді салыстырсақ,  
n

n
n

x

a
xP   шығады. 

(25) – ке сәйкес 

dx
x

a
Ct n

n

n
  

Бұдан 
n

na
C

1
  деп алсақ, 

 xt ln  немесе ;tex                                             (27) 
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Енді (27), (28)-ді (26)-ға қойсақ, 
ktk ex  , 

kte  көбейткіштер өзара 

жойылып, n -ретті біртекті, коэффициенттері тұрақты болып келген теңдеу 

аламыз. 

Ескерту: Эйлер теңдеуі келтірілетін тұрақты коэффициентті теңдеудің 

дербес шешулері 
te  және 

tmet 
 болғандықтан, Эйлер теңдеуінің дербес 

шешулері 
x  және   xx

m
ln  болар еді. Сондықтан Эйлер теңдеуінің шешуін 



xy   түрінде алып интегралдауға болады. Мұнда   0 ,  P  теңдеуінің 

түбірі, яғни n ,...,, 21  болуы мүмкін. Онда Эйлер теңдеуінің дербес шешулері 
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21  болады да, жалпы шешуі 
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Мысал: 0223 23  yyxyxyx  

(27) ауыстыруын қолданып, (28)-ді еске алсақ, 023  ttt yyy  шығады. 
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теңдеуінің жалпы шешуі  ;ln322

1 xCCx
x

C
yx   

2) Чебышев теңдеуі: 

Төмендегі теңдеуді қарастырайық 

    n-constynyxyx  , 01 22                                (30) 

Мұнда 1x  ерекше нүктелер болғандықтан,  1:  xRxJ  жиынында 

шешуінің бар болуы және жалғыздығы жөніндегі теореманың барлық 

шарттары орындалады. 

Біз (30) теңдеудің  1,1  аралығындағы жалпы шешуін табайық. 

Ол үшін (25) – те 
n

C
1

  деп алсақ, xt arccos  немесе tx cos  (31) 

ауыстыру формуласын аламыз. Осы ауыстыру бойынша 

;
sin

cos

sin

1

sin

1

sin

cos

sin

1

sin
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yy
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ttttx

t
t

txtx

























               (32) 

(32) – ні (30) – ға қойсақ: 

02  ynyt                                                                 (33) 

шығады. 

Бұл теңдеудің жалпы шешуі 

 ntCntCy sincos 21                                       (34) 

болғандықтан, Чебышев теңдеуінің шешуі (31) бойынша 

;arccossinarccoscos 21 xnCxnCy   

Бұдан 1arccoscos yxnTn   дербес шешуі Чебышев көпмүшелігі деп 

аталады. 

Тапсырмалар.  

Тапсырмалар тестіге дайындық ретінде тест түрінде берілген. 

1. 02  yyy III  теңдеуін интегралдау керек. 



A)   xxexCCy  21  

B) xeCxy  2  

C)   xexCCy  21  

D)   xexxCCy  2
21  

E) дұрыс жауабы жоқ. 

 

2. Теңдеуді шешіңіз: 0 IIII yy . 

A) xCxCCy sincos 321  ; 

B) xCxCy sincos 21  ; 

C) xxeCy cos1 ; 

D) xeCy x sin1 ; 

E) дұрыс жауабы жоқ. 

 

3. Теңдеуді шешіңіз: 0 IIIV yy . 

A) 4321 cos CxCxeCeCy xx  ; 

B) xCxCxCCy sincos 4321  ; 

C) 321 sincos CxCxCy  ; 

D) xCxCxCy 321 sincos  ; 

E) дұрыс жауабы жоқ.  
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