14- дәріс. Функционалдық теңдеулер

Аргументі де, мәні де нақты сан болатын функцияны нақты айнымалының нақты мәнді функциясы деп атаймыз. Бұл кітапта тек қана осындай функцияларды қарастырамыз. Ілгеріде, қосымша ештеңке айтылмаған болса, «функция» деп аргуметтті де, мәні де нақты сандар болатын функцияларды атаймыз. 
Сонымен, X нақты сандар жиыны беріліп, белгілі бір ереже бойынша сол жиындағы әрбір нақты санға екінші нақты сан сәйкес қойылса, онда сондай сәйкестік функция деп аталады.
Көбінесе  жиыны аралық немесе бірінші аралықтардың біріктіруі болады.
Енді нақты айнымалының нақты мәндіфункциясының кейбір қасиеттерін анықтап. Геометриялық бейнелеуін қарастырайық.




Функцияның графигі. Көп жағдайларда Х нақты сандар  жиынында анықталған  фукциясы   жазықтықтығында бейнелеуге болады. Ол үшін жазықтықта тік бұрышты  координаталар системасын алып, координаталары  юолатын  нүктелер жиынын алу керек. 




Дәл айтқанда, функциянң аргументі мен мәні бейнелеу үшін, екі сандық түзуді алып оларды 9-суреттте көрсетілгендей бір-біріне перпендикульяр жүргізіп, әрбір  үшін жазықтықта абциссасы , ординатасы  болатын нүктелерден «қисық» жүргізі керек. График деп  жиынының геометриялық бейнесі аталады. (кейде жиынның өзін де график дейді).
Функция мен оның графигін шатастырмау керек; функция жоғарыда анықталған нақты сандар арасындағы сәйкестік, ал график деген оның геометриялық бейнесі.
Математикалық анализді график ұғымын пайдаланбай-ақ жеткізуге болады. Бірақ график сызып, функцияның өзгеру тәртібін «көруге» болады. Графиктер жөнінде мынаны ескерген жөн. Кейбір айқын түрде берілген функцияларды зертегенде графиктер қаншама пайдалы болса, кез келген функцияларды зертегенде оған соншама аз сүйенуге болады.





Монотонды функциялар. Егер  функциясының анықталу жиынында жатқан кез келген  сандары үшін  болса, онда  функциясы кемімейтін деп аталады да, символымен белгіленеді. 
Кемімейтін функцияның графигінің кез келген екі нүктесінің оң жағындасы сол жағындағы нүктеге  қарағанда  төмен емес орналасқан (10 –суретті қараңыз).



Егер  функциясының анықталу жиынындағы кез келген  сандары үшін  боса, онда  функциясы өспелі деп атайды.
Әрине, бұл жағыдайда графиктің екі нүктесінің оң жағындағысы сол жағындағысының биік орналасы керек. (11-суретті қараңыз).





Егер кез келген  үшін   болса, онда  функцясын өспейтін (кемімелі) деп атайды. Өспейтін функцясын  символмен белгілейді. 
Өспейтін және кемімелі функциялардың графигінің келген екі нүктесінің оң жағындағысы сол жағындағысына қарағада сәйкес биік емес және төмен орналасқан. 



 функциясы  жиынында кемімейтін немесе өспейтін болса, онда оны жиынында монотонды дейді. 


	Сонымен, «функциясы Х жиынында монотонды» дегенде -тің сол жиында тек қана кемімейтін немесе тек қана өспейтін функция болумен пара-пар.


Әрине, «функциясы Х жиынында монотонды емес» деген Х жиынында белгілі бір  сандары үшін 


 не  теңсіздіктері орындалумен пара-пар.





Мысалы, функциясы  интервалында монотонды емес   ал  және  жартылай интервалдарының әрқайысысында монотонды (бір жиында өспейтін,  екіншісінде кемімейтін функция). Сонымен, функцияның монотонды болуы берілу ережесіне ғана емес, анықталу жиынында да тығыз байланысты. 
Функцияны анықтау барысында, әуелі бес негізгі элементар функциялар анықталып, оларға бес амалдың ақырлы санын қолдану нәтижесінде жаңа функциялар алынатындығы айқын көрсетілген.
Орта мектеп курсында қарастырылатын элементар функциялар, олардың жазылуы болып табылатын формулалардан көрінетін алгоритмдік сипатқа ие. Осы жайт бүкіл тақырыпты баяндауда негіз болып табылады.


Формулаларда, элементар   функцияның жазылуында, ереже алгоритм түрінде берілген: аргумент х-ке амалдардың ақырлы санын қолдану, нәтижесінде функцияның сәйкес мәнін береді.
Формуладан, функцияның анықталу жиынын, яғни формулада көрсетілген амалдардың орындалуы мүмкін х-тердің мәндерін анықтауымызға болады.

	   функцияның  элементар функцияға жататынын ерекше атап өтелік. Сонымен қатар, екі элементар функцияны үзіліссіз жалғастыру нәтижесінде пайда болған функция да элементар функция болады.    



Мысалдар. 1. Парақ бетіне, жоғарғы және төменгі жиектерінен  , ал сол және оң жиектерінен    жолақ қалдырып, ауданы    болатын мақаланы басу керек. Қағаз ең аз жұмсалатындай парақтың өлшемдері қандай?





1-тәсіл.	Парақтың мақала басылған бөлігінің өлшемдері    және    болсын (2-сурет). Онда, есеп шарты бойынша   , ал парақтың ауданы    болады. Сонда       .





Яғни,  функциясы ең кіші мән қабылдайтындай  ті анықтауымыз керек. Жоғарыда айтылғандарды ескерсек, онда    болғандықтан,    функциясы      болғанда ең кіші мән қабылдайды.


Демек, парақ өлшемдері    және    болғанда қағаз ең аз жұмсалады.












2-тәсіл.	 функциясын туындының көмегімен зерттесек, онда    болғандықтан,    функцияның  кризистік нүктесі болады.    аралығында  , ал    болғанда    екендігіне көз жеткізу қиын емес. Яғни,    болғанда    функциясы минимум мәнін қабылдайды. Онда     болғандықтан, парақтың өлшемдері    және    болуы қажет.








2. Жалпы ауданы    болатын бірнеше бірдей үйлер салу керек. Ауданы    болатын үй салу үшін кететін қаржы екі бөліктен тұрады: фундаментіне жұмсалатын  -ке, ал қалған бөлігіне жұмсалатын қаржы   -ке пропорционал.   үй салуға    миллион    мың теңге жұмсалады. Оның фундаментіне жұмсалатын қаржының  -ті қалған бөлігіне жұмсалатындығы белгілі. Қаржы ең аз жұмсалу үшін қанша үй салу керек?





Шешуі.	  шаршы метр үй салуға жұмсалатын қаржы  , мұндағы    және    пропорционалдық коэффициенттер. Есеп шарты бойынша, осы коэффициенттерді анықтайық.    болса, онда


Осы жүйеден    


,   ,


,   .



Ал    үйдің әрқайсысы   десек, онда барлығы    үй салу керек. Осынша үйді салуға жұмсалатын қаржы төмендегідей анықталады:


Бұл функция ең кіші мәнін

,

яғни    болғанда қабылдайды.

Демек, барлығы    үй салынатын болса қаржы ең аз жұмсалады.
Қарастырылған есептерді бірнеше тәсілмен шығару міндетті емес. Графиктік тәсіл көрнекі болғанымен, көп жағдайда қолдануға келе бермейді, ал туынды арқылы есептегенде функцияның туындысын не кризистік нүктелерін анықтауда қиындықтар кездесуі мүмкін. 
Аталған әдіс-тәсілдерді әр мұғалім өзінің кәсіби шеберлігіне қарай әр қилы пайдалануы мүмкін. Есепті шығаруда қандай тәсілді пайдалану пән мұғалімінің шеберлігімен қатар оқушылардың білім деңгейіне де тікелей байланысты.  
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