9- дәріс. Геометриялық теңсіздіктер

Кез келген үшбұрыштың төрт «тамаша нүктесі» болады. 
[image: ]1) Кез келген үшбұрыштың үш биіктігі бір нүктеде қиылысады. Биіктіктердің қиылысу нүктесі – ортоцентр деп аталады. Жиі қолданылатын формула:
             h2=a2-m2=в2-n2   
 немесе  a2- в2 = m2 -n2.


    Мысалы: а=, в=5, АВ=9.  h=? 


   Шешуі: m=x десек, n=9-x болуы керек, ендеше h2=2-x2=(5)2-(9-x)2.  Бұдан, x=4 және h=5.
[image: ]2) Кез келген үшбұрыштың үш медианасы бір нүктеде қиылысады. Медианалардың қиылысу нүктесі – ауырлық центрі деп аталады.   
Жиі қолданылатын қатынас:

   .
Мысалы, қабырғасы 10-ға тең дұрыс үшбұрышқа іштей сызылған шеңбердің радиусын табу керек болсын. 




Шешуі: Жоғарыда АВС-үшбұрышы дұрыс үшбұрыш болсын. О-нүктесі ауырлық центрі болса, онда ОD- ізделінді радиус болады. ОD кесіндісі, медиананың қасиеті бойынша, АD биіктігінің (медиана,биссектриса) үштен бір бөлігі, ал қабырғасы 10-ға тең дұрыс үшбұрыштың биіктігі, алдыңғы формула бойынша   бөлшегіне тең. Ендеше радиус r= немесе r=.
[image: ]3) Кез келген үшбұрыштың үш биссектрисасы бір нүктеде қиылысады. Биссектрисалардың қиылысу нүктесі – іштей сызылған шеңбердің центрі болып табылады.
Жиі қолданылатын қатынастар:

1.     
2.  АК =  AL; BK = BM; CM=CL
Мысал. Қабырғалары 5см және 10см болатын бұрыштың биссектрисасы сол бұрышқа қарама қарсы қабырғаны екі кесіндіге бөледі. Үлкен кесіндінің ұзындығы 6см болса, сол  бұрышқа қарсы қабырғаның ұзындығы қандай? 

Шешуі: биссектриса қасиеті бойынша кіші кесіндіні тауып, екі кесіндіні қосамыз:  . Бұдан n=3. Ендеше жауабы: 5+3=8. 
[image: ]4) Кез келген үшбұрыштың үш қабырғаларының орталарына жүргізілген перпендикулярлары бір нүктеде қиылысады. Орта перпендикулярдың қиылысу нүктесі – сырттай сызылған шеңбердің центрі болып табылады. 

     Ерекше жағдай ретінде тікбұрышты үшбұрышты қарастыруға болады. Оның гипотенузасы шеңбердің диаметрімен беттеседі. Сонымен қатар, гипотенузаға жүргізілген медиананың радиус болуы себебінен, ол медиана гипотенузаның (диаметрдің) жартысына тең: mc=.    
Дұрыс үшбұрыш үшін медиана, биіктік және биссектриса -бір кесінді болуы себебінен,  үшбұрыштың «төрт тамаша нүктесі» беттесіп, ол нүкте –центройд деп аталады.
[image: ]Есеп. Тік бұрышты үшбұрыштың катеттері а=6 см, b=8 см. Үшбұрышты сырттай және іштей сызылған шеңберлер диаметрлерінің айырмасын табыңыз. 
Шешуі: Жанамалардың қасиеті бойынша гипотенузаның ұзындығы (8-r)+(6-r) өрнегімен есептелетінін көреміз, мұнда r- іштей сызылған шеңбердің радиусы. Сырттай сызылған шеңбердің диаметрін (гипотенуза) D– десек,
D=(8-r)+(6-r)=14-2r, мұнда 2r=d- іштей сызылған шеңбердің диаметрі. Гипотенуза D=14-2r=10 (Пифагор теоремасы бойынша) болғандықтан, 2r=d=4. Ендеше D-d=10-4=6.   Жауабы: 6см. 


Аудан. Параллелограммның ауданын есептейтін негізгі формулалар: 1.  S = ah,   2. S = ab sin, a және b-іргелес қабырғалар, -олардың арасындағы бұрышы, һ-биіктік.
Үшбұрыштың ауданын есептеу үшін осыларды екіге бөлсе жеткілікті (параллелограммның диагоналы оны екі өзара тең үшбұрыштарға бөледі):





1.  S= ah,   2.  S=ab sin,   Герон формуласы : S=, мұнда p= , a,b,c- үшбұрыштың қабырғалары.
Сырттай және іштей сызылған шеңбер радиустарымен байланысты формулалар:

1. S=,    2. S=pr, p- жартыпериметр.
Ұқсас фигуралардың аудандарына қатысты формулалар:

 , мұнда k- ұқсастық коэффициенті (k-ны табу үшін ұқсас үшбұрыштардың сәйкес қабырғаларының қатынасын анықтау керек), яғни ұқсас  фигуралардың аудандарының қатынасы ұқсастық коэффициентінің квадратына тең.

Трапецияның ауданы:    S== mh, m-орта сызық, a,b- табандары.

Дөңгелектің ауданы:   S=


Сектордың ауданы:    S=, мұнда - радиандық мөлшердегі центрлік бұрыш.

Сегменттің ауданы:    S=
Ескеру. Кейде, сегменттің ауданын сәйкес сектор мен үшбұрыш аудандарының айырымы ретінде есептеген ыңғайлы.
Есеп. Табандары AD және  BC болатын ABCD трапециясының диагональдары О нүктесінде қиылысады. Егер де ВОС үшбұрышының ауданы 75см2, AD=9см, BC=15см болса, онда AOD үшбұрышының ауданын тап.



Шешуі:   ВОС және AOD үшбұрыштарының бұрыштары бірдей болуы себебінен олар - ұқсас. Ұқсас фигуралардың аудандарының қатынасы ұқсастық коэффициенттің квадратына тең. Ендеше  немесе. Осыдан ізделінді ауданды есептеу қиын емес:     . 
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