8 дәріс. Тригонометриялық теңдеулер мен теңсіздіктер

Тригонометриялық функциялардың анықтамасынан бастайық. Қандай да бір - бұрышының бір қабырғасы бойында А-нүктесін белгілеп, екінші қабырғаға оның В-проекциясын жүргізейік. Бұрыштың төбесін О-нүктесімен белгілесек, ВОА-тікбұрышты үшбұрышы шығады. Егер А-нүктесін ОА-сәулесі бойымен жылжыта отырып, ОА-гипотенузасын «ұзартсақ», сәйкес катеттердің де ұзаратынын байқаймыз. Бастапқы үшбұрыштың кейбір параметрлері өзгергенімен, бұл жағдайда оның бұрыштары және қабырғалары арасындағы қатынастары өзгермейтіні заңдылық. Өзгермейтін, яғни тұрақты шамалар мен қатынастарды жаңаша белгілеу немесе атау біз үшін үйреншікті нәрсе. Математикада  аталмыш қатынастарды сүйір бұрыштардың тригонометриялық функциялары арқылы белгілейді. Атап кетсек, сүйір бұрышқа қарсы жатқан катеттің гипотенузаға қатынасы (яғни бөліндісі) ол бұрыштың синусы деп, іргелес катеттің гипотенузаға қатынасы-косинусы деп, қарсы жатқан катеттің іргелес катетке қатынасы ол бұрыштың тангенсі деп, ал тангенске кері қатынас бұрыштың котангенсі деп аталады. 
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sin  - бұрыш емес, ол бұрыштың функциясы,  қабырғаларының қатынасын белгілейтін сан. Гипотенуза катеттен үлкен, сондықтан синус та косинус та 1-ден кіші :


Сүйір бұрыштың ғана емес, доғал бұрыштың да тригонометриялық функцияларын анықтауға болады. Ол үшін бастапқы бұрышымызды төбесі координаттар басымен беттесетіндей етіп, бірлік шеңбердің ішіне орналастырайық. Шеңбердің радиусы (гипотенуза) 1-ге тең болғандықтан қарсы жатқан катеттің гипотенузаға қатынасы қарсы катеттің ұзындығына тең. Аталмыш қатынастың синус деп аталатынын және ол катеттің ұзындығы бірлік шеңбер бойындағы нүктенің ординатасына тең екенін еске түсірсек, синустің жаңа анықтамасын аламыз: бұрыштың синусы дегеніміз- бірлік шеңбердің сәйкес бұрышымен анықталатын нүктесінің ординатасы. Дәл солай, бұрыштың косинусы дегеніміз- бірлік шеңбердің сәйкес бұрышымен анықталатын нүктесінің  абсциссасы. Олай болса, кезкелген бұрыштың тригонометриялық функцияларын анықтау мүмкіндігі туып отыр. Сонымен,  



cos,                  


А(х,у) = А(cos;sin). Пифагор теоремасы бойынша:      ОА2=OВ2+АВ2

Ендеше,  12=x2+y2 ,  яғни   
Соңғы теңдік – тригонометрияның негізгі тепе-теңдігі деп аталады.
50. Кері тригонометриялық функциялар. 



sinx функциясы  сегментінде өспелі болғандықтан,  сегментінде анықталған және өспелі кері функциясы бар болады. Сол функция  символымен белгіленеді.






Дәл осылай, cosx функциясы  сегментінде, tgx  функциясы  интервалында өспелі болғандықтан, олардың өспелі кері функциялары болады. Олар сәйкес arccosx және arctgx символдарымен белгіленеді. функциясы  сегіментінде, ал  функциясы  интервалында анықталған.


 және  функциялары негізгі элементар фукциялар деп аталады. Бұл функциялар элементар* деп аталса да, оларды анықтау оңай емес екенін көрдік.
3. Элементар функциялар. Негізгі элементар функцияларға қосу, алу, көбейту, күрделі функция құру амалдарын  ақырлы рет қолданудың нәтжесі болатын функция элементар функция деп аталады.  
Аталған амалдардың айқын түрде жазылуы формула деп аталады.

Кез келген формула функцияны анықтай бермейді. Мысалы,  формуласы нақты функцияны анықтамайды,өйткені,бірде-бір хнақты сан үшін көрсетілген амалды нақты сандар жиынында орындауға болмайды. Ал комплекс сандар жиынында теріс саннан квадраттық түбірді алуға болса да, математикалық анализде, жоғарыда айтылғандай, тек қана мәні нақты сандар болатын функциялар қарастырылады.


Формула функцияны анықтау үшін, онда көрсетілген амалдарды кемінде бір х нақты сан үшін орындау мүмкін болып, сол есептеулерді жүргізгенде тек қана нақты сандар пайда болуы керек. Бұндай формуланың өзінде ол анықтап тұрған функциядағы ереже мен анықталу жиыны туралы толық мәлімет бар. Мысалы,  функциясы теңдік таңбасының оң жағындағы өрнек бойынша анықталған. f ережесі сол формула бойынша былай айтылады: х саны үшін sin х санын  санына қосып, нәтижесін х-1 санына бөлу керек.





     f функциясының анықталу жиыны осы амалдарды орындау мүмкін болатын барлық х сандарынан тұрады : sinх барлық нақты сандар үшін анықталған,   амалы тек қана  болғанда мағыналы,  санына тек қана  болғанда бөлуге болады, сонымен  f функциясының анықталу жиыны  болады.
Дәл осылай, кез келген функцияны анықтайтын формула бойынша сол функцияның ережесі мен анықталу жиынын табуға болады.
Элементар функцияларды әдете келесі үш топқа бөледі.





− барлық рационал, ал − баолық иррационал сандардан құралған жиындар болып,  болсын.Онда  интервалында (3) бойынша анықталған    функция Дирихле** функциясы деп аталады.
Бұл функцияның грфигін салу мүмкін емес, өйткені әрбір аралықта рационал сан да, иррациоал сан да бар болғандықтан, кез келген осындай аралықта функциф 0 мен 1-дің мәндерінің арасында жоғары және төмен ақырсыз көп рет «секіріп» отырады.  

 болғандықтан, функция өспелі де, кемімелі де 
Ілгеріде біз тек қана осы қысқа әдісті қолданамыз.
Функцияның айқын түрде берілу әдістері тек қана аталған әдіспен шектелмейді. Матеметикалық анализдің негізгі ұғымдарымен танысқан сайын, функцияларды анықтау мүмкіндіктері де көбейе береді. Функцияның жалпы берілуі туралы сол жөнінде тізбектер жағыдайында айтылғанды қайталауға болады.
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