4- дәріс. Иррационал теңдеулер.

Теңдеулер ұғымымен оқушылар төменгі сыныптардан таныс. Бүтін коэффициентті алгебралық, бөлшек рационал, қарапайым тригонометриялық және иррационал теңдеулер мен теңсіздіктерді  шешу көп қиындық тудырмайды. Ал теңдеулер түбірлерінің рационал не иррационал болатындығын, олардың коэффициценттеріне байланысты теңдеудің түбірлері бар не жоғын анықтау, теңдеу шешімін табу үшін оның анықталу обылысын ескере отырып түрлендіру оқушылар үшін біршама қиындықтар тудыратындығы белгілі. 
Теңдеулер мен теңсіздіктердің шешімін іздестіруде өрнектің анықталу облысының маңызы зор. «Анықталу обылысы» түсінігі «функция» ұғыммен тығыз байланысты. Теңдеулер мен теңсіздіктерді шешу барысында функцияның берілу жиыны мен олардың қиылысуы, әртүрлі түрлендірулер т.с.с. басқа да мағлұматтар  мен түсініктер қамтылады және олардың барлығы логикалық талдаулар тұрғысында жүзеге асырылады. 
Енді аталған тақырыпқа қатысты бірнеше есетерді қарастырайық.
Кейбір иррационал теңдеулерді шешудің бір әдісі

Теорема. Егер  монотонды өспелі функция болса, онда

[image: ]     (1)
және

[image: ]     (2)
Теңдеулер эквивалентті, яғни  (1)- теңдеудің шешімі   (2)- теңдеуге, ал  (2)- теңдеудің шешімі (1)- теңдеуге шешім болады.

Дәлелдеуі. а)   (1)- теңдеудің шешімі болсын, онда 

.
Екендігін көреміз.  Демек, (1)- теңдеудің шешімі  (2)- теңдеудің де шешімі болады.

б) енді (2)- теңдеудің шешімі (1) -теңдеуге де шешім болатынын көрсетейік. Ол үшін [image: ] (2)-нің шешімі болсын



Егер [image: ] (1)-ні қанағаттандырмайды десек онда [image: ][image: ] немесе [image: ][image: ] болады.
[image: ][image: ] болсын [image: ][image: ]-өспелі функция болғандықтан [image: ][image: ] теңсіздігін аламыз. Онда


Бұлай болуы мүмкін емес. Себебі [image: ][image: ]. Демек, (1) және (2) теңдеулер эквивалентті.

Ескерту. Егер   өспелі болса, онда кез келген k үшін [image: ][image: ] және [image: ][image: ] теңдеулері эквивалентті. 

1.      теңдеулер жүйесін шешіңіз.


Шешуі. Түбірден құтылу мақсатында, теңдеудің екі жағын квадраттасақ теңдеулер жүйесі күрделеніп кететінін көру қиын емес. Сондықтан, есеп шешімін іздестіруге басқа қырынан келейік.  және   екендігі айқын. 

Бірінші  теңдеуін қарастырайық. 



 деп белгілеп, мұдағы ,  теңдеулер жүйесін шешейік.  Иррационалдықтан құтылсақ келесі теңдеулер жүйесін аламыз:








Бірінші теңдеуден екіншісін шегерсек  болады. Яғни,    .  Ал  болғанда  болатындықтан,    болады. Сонымен,  теңдеуіне келеміз.


Осы сияқты, жүйенің екінші  теңдеуінен,  теңдеуін аламыз. 

Енді,   теңдеулер жүйесін шешеміз.
Иррационалдықтан құтылсақ келесі теңдеулер жүйесін аламыз:

.






Теңдеулерді мүшелеп қоссақ . Бірінші теңдеуге қойып,  теңдеуінің шешімдері ,  екендігін анықтаймыз. Табылған шешімдерді теңдеулер жүйесіне қойып, оның шешімі , екендігін көреміз. 

2.  теңдеуін шешіңіз.
Шешуі. Теңдеудің екі жағын квадраттасақ берілген теңдеуден де күрделі теңдеу аламыз. Сондықтан, берілген теңдеуді келесідей түрлендірейік: 

.


Теңдеудің сол жағындағы өрнекті көбейткіштерге жіктесек  теңдеуіне келеміз. Әдетте, теңдеудің оң жағында 0 болғанда көбейткіштерге жіктейді. Берілген теңдеу жағдайында коэффициенттерге байланысты, теңдеудің шешімі жеңіл табылады. Соңғы теңдеудің екі жағын да бірінші жақшадағы өрнектің түйіндесіне көбейтейік, яғни,  өрнегіне. Онда,

.







Осыдан,  немесе  болады. Соңғы теңдеудің екі жағын да квадраттасақ  теңдеуіне келеміз. Басқаша топтастырып квадраттау, берілген теңдеуден де күрделі теңдеге әкеледі. Соңғы теңдеудің екі жағын да квадраттап,  теңдеуін аламыз. Осыдан,    және  . Табылған шешімддерді теңдеуге қойып тексеріп, оның шешімі  екендігін көреміз. 
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