3- дәріс. Модулі бар теңдеуді шешу тәсілдері.
Теңдеулер мен теңсіздіктерді шешудің жолдарын талдауда мектеп математикасының барлық теориялық материалы қамтылады. Тақырыпты дұрыс меңгерту үшін теңдеулер классификацияланып, олардың әрқайсысы бойынша, оны шешудің әдіс-тәсілдері талданып, меңгерілу деңгейі тексерілетіндігі белгілі. Мұқият іріктеліп, мүмкіндігінше толық баяндалған теориялық материал, есеп қойылымын және оны шешудің тәсілдерін үйренуді қамтамасыз етумен қатар, қатаң логикалық талдауларды меңгеруде де септігі тиері сөзсіз. 
Теңсіздіктер. Теңсіздіктерді шешу ережелері мен теңдеуді шешу ережелерінде ұқсастық бар. Теңдеулерде қолданылатын алгебралық түрлендірулер теңсіздіктерде де қолданылады. Айталық, теңсіздіктердің екі жақ бөлігіне бірдей өрнекті қосуға, нольден өзге оң санға көбейтуге т.т.болады:
1.Егер f(x)>g(x), онда f(x)+h(x)> g(x)+h(x);
2.Егер f(x)+h(x)> g(x), онда f(x )> g(x) –h(x);
3.Егер h(х)>0 және   f(x)>g(x) болса, онда  а) f(x)h(x)> g(x)h(x)
                                                                         б) f(x)/h(x)> g(x)/h(x) ;
4.Егер h(х)<0 және f(x)>g(x) болса, онда    а)  f(x)h(x)< g(x)h(x) 
                                                                        б) f(x)/h(x)< g(x)/h(x) ;

5.Егер f(x)≥0 , g (x)≥0, f(x)>g(x) және  болса, онда    (f(x))n>(g(x))n.
Әдетте, теңсіздіктердің жауабы бір немесе бірнеше сан емес – сандар аралығы болып келеді.
Мысалы, 2x+3=0 теңдеуі мен    2x+3>0 теңсіздігін шығарып көрейік.



1.   2x+3=0  2x=-3  x = , яғни жауабы – сан. 





2. 2x+3>0  2x>-3  x>, жауабы – сан аралығы : (;)[image: ]
Интервалдар әдісі. Күрделілеу теңсіздіктерді қарастырайық: (x-2)(x+3)<0




Егер х-тің орнына 2 немесе (-3) сандарын қойсақ, өрнектің мәні нольге тең де, қалған жағдайларда оның таңбасы не оң, не теріс болады. Бұл екі сан сандар осін үш интервалға(аралыққа) бөледі: . Бұл аралықтар – тұрақты таңба интервалдары деп аталады. «Тұрақты таңбаның» мағынасы мынада: айталық, аралығына тиісті бір санды теңсіздікке қойғанда теңсіздіктің таңбасы қандай болса, ол аралықтағы басқа сандар үшін де сол таңба сақталады. Мысалы, -5 және (-5-2)(-5+3)>0, сондықтан көрсетілген интервалдағы кез келген сандар үшін өрнектің мәні оң сан болады. Жоғарыдағы есептің жауабын алайық. 

[image: ]Қалған екі интервалдағы теңсіздіктің таңбасын дәл солай анықтап, есеп жауабын жаза аламыз:  .

Есеп. Теңсіздікті шеш:       -х2-5x-6

Шешуі :                       


                                   ,  .



Сонда    -х2-5x-6= -(x+2) (x+3)  (x+2) (x+3)0.
(бұл жерде белгілі теорема қолданылып тұр: егер ax2+bx+c=0 теңдеуінің x1 және  x2 түбірлер болса, онда ax2+bx+c=a(x-x1)(x-x2) ).

[image: ]Интервалдар арқылы шығарып жауабын  аламыз:.


    Интервалдар әдісімен есепті тез шығару алгоритмі бар. 
    Теңсіздік (x-x1)(x-x2)(x-x3)… (x-xn)  0 (таңба басқаша да болуы мүмкін) түріне келтірілсе (мұнда x1,x2,x3,…xn-өрнектің нөлдері), онда осы сандар көмегімен алынатын интервалдардың оң жақ шеткісіне «+» таңбасын қойып, кейін әрбір келесі интервалға  «-» пен «+» таңбаларын кезектестіріп қою керек. Енді осы аталған «түрдің» ерекшеліктерін атап өтейік:
1. Теңсіздіктегі жақшалардың дәрежелері 1-ге тең;
2. Азайғыш х-тердің дәрежесі 1-ге тең;
3. Түбір х-тен азайтылады немесе қосылады(керісінше емес);
4. Бірінші жақшаның алдында «+» таңбасы болуы керек.

Мысалы, теңсіздікті шешіп көрейік: (x-2)(x+3)(x-6)(x-)> 0.

Нольдері: 2, -3, 6, .  Осы сандарды ось бойына салайық. Жоғарыдағы 4 шарт та орындалып тұр, сондықтан «суретті» салуға болады:
[image: ]Теңсіздік таңбасы оң болуы керек,    ендеше «+» аралықтарын аламыз:

.


Есеп. Теңсіздікті шеш: (2-х)(x+3)(x-6)(-х)> 0.


(2-х)=-(x-2) және (-х)=-(x-) екенін ескеріп, теңсіздікті көшіріп жазайық.     


Сонда, -(x-2)(x+3)(x-6)(-(x-))> 0 немесе (x-2)(x+3)(x-6)(x-)> 0. 
Жауабы алдыңғы есептегідей.
Бұл әдісті бөлшек-рационал теңсіздіктер үшін де қолдануға болады.



теңсіздігін қарастырып көрейік. Бөлшектің қасиеті  бойынша, оның алымы мен бөлімінің таңбалары бірдей болса, бөлшектің таңбасы оң, ал алымы мен бөлімінің таңбалары әртүрлі болса бөлшектің таңбасы- теріс. Көбейту амалының қасиеті бойынша таңбалары бірдей көбейткіштердің көбейтіндісі –оң болатыны белгілі. Яғни, бөліндіге қатысты теңсіздікті көбейтіндіге қатысты етіп ауыстыруға болады. Таңбалары әртүрлі болса да дәл солай. Яғни,  егер  болса, онда ab>0, ал   болса, онда ab < 0. 



[image: ]    Айталық,  теңсіздігін шешу керек болсын. Жоғарыда қарастырылған бөлшектің қасиеті бойынша, бөлшектің  таңбасы оң болғандықтан, алымы мен бөлімінің көбейтіндісі де оң. Ендеше (х-2)(х+1)0. Интервалдар әдісіндегі «суретке» көшпес бұрын бөлшектің анықталу облысын ескеріп кету  керек: .    

Жауабы: .



Есеп.  Теңсіздікті шеш: < х 

Шешуі: Анықталу облысы  х ≥ . Квадраттық түбір теріс емес, сондықтан ол теріс саннан кіші бола алмайды, ендеше х>0. 
    Теңсіздіктің екі жағы теріс емес болғандықтан, теңсіздіктің екі жағын да квадраттауға болады. Сонда 5х-4<x2 немесе х2-5х+4>0.
    Виет теоремасы бойынша, x1+x2=5, x1x2=4. Бұдан x1=1, x2=4. 
[image: ]Ендеше  х2-5х+4=(x-1)(x-4)>0.  
Суретті салуға болады:
Яғни  х<1 немесе  х>4.
[image: ]Анықталу облысы бойынша  х≥ 4/5. Соңғы үш теңсіздікті бір жүйеге алсақ, 
берілген теңсіздіктің шешімін табамыз: 4/5<х<1; х>4 

    Жауабы:  . 



[image: ]    Кейбір квадраттық теңсіздіктерді шығаруда квадраттық функцияның графигін қолданған ыңғайлы. y=ax2+bx+c параболасының тармақтары а>0 жағдайында жоғары, ал a<0 болғанда төмен, сонымен қатар, квадраттық функцияның дискрименанты оң болғанда графигі ОХ-өсін екі нүктеде (болса-екі түбір бар) қияды, ноль болғанда () бір нүктеде, ал теріс болғанда() –қимайды. 
Тағы бір көңіл бөлетін жағдай, ол – 
 D<0 және  a>0 жағдайында парабола толығымен ОХ-өсінің үстіңгі бөлігінде, яғни х-тің кез келген мәнінде y-оң сан. Дәл солай, D<0 (яғни парабола ОХ-өсін қимайды) және a<0 жағдайында парабола толығымен ОХ-өсінің астыңғы бөлігінде, яғни х-тің кез келген мәнінде y- теріс сан болады.
Мысалы, мына теңсіздікті шешіп көрейік:    3х2-3х+4<0

Шешуі :                         
Яғни, тармақтары жоғары және түбірлері жоқ деген сөз-параболаның толығымен ОХ-өсінің үстіңгі бөлігінде жатқанын білдіреді. Ендеше х-тің кезкелген мәнінде у, яғни у=3x2-3x+4 функциясының мәні – оң. Шарты бойынша х-тің қандай мәнінде функция мәні теріс болатыны сұралып тұр. Ендеше – шешімі жоқ.       

Есеп. Теңсіздікті  шешіңіз:  
[image: ]Шешуі: Модулі бойынша 2-ден үлкен болмайтын сандар (-2)мен 2-нің арасында болатыны түсінікті.














Біздің жағдайда модуль асты өрнек х емес (3х-1), сондықтан (-2) мен 2-нің арасында осы өрнек болуы тиіс. Яғни, -23x-12. Бұл қос теңсіздікті шешу үшін жүйе құрмай-ақ, алдымен әр бөлігіне 1-ді қосып, кейін 3-ке бөлсек, х-ті бағалаған боламыз: -23x-12 -2+13x-1+12+1 -13x3 x1.
Бұл әдіс белгісізі модуль таңбасының астында берілген теңдеулерді шешуде қолданылады.

1-мысал.  теңдеуін шеш.
Шешуі: Модульдердің нөлдерін тауып, оларды сан түзуіне салып, аралықтарын белгілейік.
				[image: ]



а) егер ,  онда теңдеу  түріне келеді, осыдан 



б) егер ,  онда теңдеу  немесе  шешімі жоқ.



в) егер , онда теңдеу  түріне келеді, бұдан  екені шығады. Бұл мән осы аралықта жатпайды.



г) егер , онда теңдеу  немесе , шешімі жоқ. 


д) егер , онда алдыңғы жағдайдағыдай,  аралығында барлық сандар берілген теңдеудің шешімі болып табылады.
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