1-2 сабақ. Көп айнымалының функциясы. 
Мақсаты: Студенттердің осыған дейінгі оқып үйренген білімдерін әрі қарай дамыту және жаңа ұғымдар арқылы оларды жетілдіру. Студенттердің өз беттерінше бір айнымалы функциясы теорисы тақырыбынан үйренген әдіс-тәсілдерін көп айнымалы жағдайына  қолдана білуге дағдыландыру. 
Негізгі сұрақтар:
1. Көп айнымалы функцияның анықталу облысы және мәндерінің жиыны.
2. Функцияның графигі.
3. Көп айнымалы функцияның қарапайым қасиеттері.
4. Дербес туындылар. 
5. Функцияның дифференциалы.
Негізгі есептер: №  2955; 2957, 2963; 2965; 2971; 2973; 2979; 2981; 2985; 2987, 2993. 
3037; 3039; 3041; 3047; 3053; 3055; 3061; 3067; 3071; 3075;3087; 3089.


Мысалдар. 1.  функциясының [image: ] тікбұрышты координаталар жүйесіндегі геометриялық бейнесі центрі координатаның бас нүктесінде жататын, радиусы бірге тең сфераның жоғарғы жартысын береді. Себебі,  центрі координатаның бас нүктесінде жататын, радиусы бірге тең сфераның канондық теңдеуі.

2.   функциясының  толық  дифференциалын  табайық..


,  болғандықтан, онда мынаны аламыз:

.
Егер (1) формулдағы толық өсімшені толық дифференциалмен ауыстырсақ, онда функцияның жуықтап табу  формуласын  аламыз:

  (3)

3.   санды  жуықтап  есептейік.


Ол  үшін   функциясының   нүктедегі, мұнда  

,  мәнін  жуықтап  есептейік:

;


;  ;


;   ; 

Осыларды (3) – ке  қойсақ    .

3-4 сабақ. Көп айнымалының функциясы. 
Мақсаты: Студенттердің осыған дейінгі оқып үйренген білімдерін әрі қарай дамыту және жаңа ұғымдар арқылы оларды жетілдіру. Студенттердің өз беттерінше бір айнымалы функциясының дифференциалдық есептеулер теориясы тақырыбынан үйренген әдіс-тәсілдерін көп айнымалы жағдайына  қолдана білуге дағдыландыру. 
Негізгі сұрақтар:
1. Күрделi функциялардың дербес туындыларын есептеу. 
2. Толық туынды. 
3. Жоғары ретті дербес туындылар.
Негізгі есептер: №  3125; 3127; 3129; 3131; 3133; 3135; 3137; 3139; 3141;3143.
3181; 3185; 3189; 3191; 3193; 3195; 3199; 3211; 3213; 3219; 3223; 3225.


Мысалдар. 1.  күрделі функцияның  туындысын табыңыз.

Күрделі функцияның туындысын  формуласы бойынша іздестіреміз. Дербес туындыларын есептейік: 


              

Енді формулаға апарып қойсақ, онда . Немесе 

.

Бұл функцияның  туындысын басқа тәсілмен де табуға болатынын айта кеткеніміз жөн. Алдымен z функциясын t арқылы өрнектеп алып, содан кейін t бойынша дифференциалдайды.


2.  болсын.   табайық..




      .


3. функциясының -ін табайық.
Барлық 2-ші ретті дербес туындыларын табайық:


;  ;



;;.

Осыдан,  .




Егер  , ,  болса, онда      .

5-6 сабақ. Көп айнымалының функциясы. Айқындалмаған  функциялар.
Мақсаты: Студенттердің бір айнымалы және көп айнымалы функция жағдайларында оқып меңгерген әдіс-тәсілдерді    айқындалмаған функциялар жағдайында функцияны үзіліссіздікке және дифференциалдауға зерттеуге  қолдана білуге дағдыландыру.
1. Айқындалмаған фунуцияны дифференциалдау.
2. Көп айнымалының функциясының экстремумы.
3. Функцияның ең үлкен және ең кішші мәндері.
4. Жанама жазықтық пен нормальдің теңдеуі.
Негізгі есептер: №  3145; 3147; 3149; 3151;3161; 3163; 3167; 3171; 3173.
3259; 3263; 3271; 3273; 3279;3285; 3411; 3413; 3417; 3419. 

Мысалдар. 1. Айқындалмаған түрде, 


теңдеуімен берілген функцияның және туындыларын тап.

Теңдеудің сол жағын арқылы белгілеп, 




,  ,
дербес туындыларын табамыз. Осыдан,


,            .



2. Айқындалмаған түрде,  теңдеуімен берілген функцияның және  дербес туындыларын табайық.

Берілген теңдеудің сол жағын  екі айнымал  функциясы түрінде жазып,  




дербес туындыларын табамыз. 
Осыдан, 


Екінші ретті туындыны  табу үшін бірінші ретті туындыны, у-ті х-тен тәуелді деп, х-аргументі бойынша дифференциалдаймыз:  



3.  функциясының экстремаль нүктелерімен экстремумдерін табайық.



, болғандықтан барлық  үшін, кризистік нүктелерді табу үшін теңдеулер жүйесін шешу керек 




Бұдан екі шешім аламыз   және  


 ,  күдікті нүктелерді табамыз. Екінші ретті дербес туындыларды тауып және әрбір нүктені экстремумның жеткілікті шарты бойынша зерттейміз.  



, , .






а) :  ;  ;  ;  .      Сондықтан   нүктесінде экстремум жоқ.




б) :  ; ; ; 






 экстремум нүктесі.  болғандықтан, бұл – минимум нүктесі.  нүктесіндегі функцияның мәні - функцияның минимумын береді.

7-8 сабақ.   Сандық қатарлар.
Негізгі сұрақтар:
1. Сандық қатардың анықтамасы. Сандыққатар және оның жинақтылығы.      Сандық қатар мен сандық тiзбектiң арасындағы байланыс. 
2. Сандық қатарлардың қасиеттерi. Сандық қатар жинақталуының қажеттi шарты.
3. Сандық қатарлардың салыстыру теоремалары. 
4. Терiс емес мүшелi сандық қатар жинақталуының Даламбер, Коши белгiсi. 
5. Терiс емес мүшелi сандық қатар жинақталуының белгiсi. интегралдық
Негізгі есептер: №  2729, 2737, 2739, 2741, 2743 , 2755, 2757, 2759, 2761, 2763.
2767, 2769, 2771, 2773, 2775, 2777.

Мысалдар. 1) ,

геометриялық прогрессиясы берілсін.  - геометриялық прогрессияның еселігі. 

Берілген қатардың  -дербес қосындысы:








Сондықтан  үшін = , яғни  Ал,  үшін  болғандықтан қатар жинақталмайды.



 болса қатарын аламыз.   (n), болғандықтан, бұл жағдайда да қатар жинақталмайды.







 болса  қатарын аламыз.  , , , . . .  жалпы  тізбегін аламыз.   тізбегінің ешқандай да шегі жоқ, демек, қатар жинақталмайды.


Сонымен, геометриялық прогрессиялар қатары болғанда жинақты, ал  болғанда жинақсыз.

2.   қатарын жинақтылыққа зерттейік.



 болғандықтан,     және  –жинақты қатарларына шектік салыстыру белгісін қолданайық. Сонда,

    Демек, берілген қатар жинақты.


3.   ,      қатарын жинақтылыққа зерттейік.



Барлық үшін   функциясы теорема шартын қанағаттандырады.



Демек,  болғанда қатар жинақты.

9-10 сабақ.   Сандық қатарлар.
Негізгі сұрақтар:
1. Таңба айнымалы қатардың жинақтылығы. Ауыспалы таңбалы сандық қатарлар. Лейбниц теоремасы.
2. Қатардың абсолют жинақталуының анықтамасы және оның жинақталуы туралы      теорема. 
3. Абсолют жинақталатын қатарлар. 
Негізгі есептер: №  2779 , 2781, 2783, 2791, 2793, 2795, 2797, 2799.

Мысалдар. 1.  ,     
1) 

;          Берілген қатар жинақты. 




 қосындысын алсақ онда . Жуықтап есептеудегі қателік   аспайды.   болады.


 – жинақты, ал оның мүшелерінің абсолютті шамаларынан құралған қатар      – гармониялық қатар жинақсыз. 
Демек, берілген қатар шартты жинақты.


2. 	 қатарын абсолютті жинақтылыққа зерттейік. Мүшелерінің абсолют шамаларынан құралған қатар  



 екендігі айқын. Ал,    қатары жинақты болғандықтан, салыстыру белгісі бойынша   қатары жинақты. Демек, берілген қатар абсолютті жинақты.

3.   қатарын абсолютті жинақтылыққа зерттейік.



Қатар мүшелерінің абсолют шамаларынан құралған  қатарын қарастырайық.    болғандықтан, салыстыру белгісі бойынша  қатары жинақты. Яғни, берілген қатар абсолютті жинақты.

11-12 сабақ.   Функционалдық қатарлар.
Негізгі сұрақтар: 
1. Функциялық тiзбектер мен қатарлардың нүктелi және бiрқалыпты жинақталуы. 
2. Функциялық  қатардың бiрқалыпты жинақталуының Вейерштрасс белгiсi.
3. Бiрқалыпты жинақталатын қатарлардың қасиеттерi. Бiрқалыпты жинақтылық және үзілiссiздiк. 
4. Функциялық қатардың әрбiр мүшесiнде шекке көшу. 
5. Бiрқалыпты жинақталу және интегралдау. 
6. Бiрқалыпты жинақталу және дифференциалдау. 
Негізгі есептер:.  № 2803, 2805, 2807, 2809, 2811, 2813, 2815. 
2827, 2829, 2831, 2835.


Мысалдар.  1.  ,   .



 - үзіліссіз.        


 нүктесінде   үзілісті.





2.  ,   .		     ,        .



3.  қатары бірқалыпты жинақты. Шынында да, жинақты     сандық қатар мүшелері мен берілген функциялық қатар мүшелері  теңсіздігін қанағаттандырады. Онда, Вейерштрасс белгісі  бойынша берілген қатар бірқалыпты жинақты.

13-14 сабақ.   Функционалдық қатарлар.
Негізгі сұрақтар: 
1. Дәрежелiк қатарлар. Коши –Адамар формуласы. 
2. Дәрежелiк қатардың жинақталу жиынының құрылымы. 
3. Дәрежелiк қатардың бiрқалыпты жинақтылығы, қосындысының үзiлiссiздiгi. 
4. Дәрежелiк қатарды мүшелеп интегралдау және дифференциалдау.
Негізгі есептер:.  № 2879, 2881, 2883,2885, 2887, 2889. 2921, 2923, 2925, 2927,2931,2933.



Мысалдар.  1. ,   ,   ,


  Қатар  болса ғана қатар жинақты.






2.   ,    ,           формуласы бойынша   екендігін анықтаймыз.   Яғни, қатар кез келген мәнінде жинақты.





3.         формуласы бойынша  болғандықтан,  болғанда қатар жинақты, ал   болғанда жинақсыз.

15-16 сабақ.   Фурье қатарлары.
Негізгі сұрақтар: 
1. Фурье қатары. Тригонометриялық Фурье қатары. Фурье коэффициенттері. 
2. Ортогональді функциялар жүйелерінің қасиеттері (тұйықтық, толықтық). 
3. Фурье қатарына жіктелістің геометриялық қасиеттері. 
4. Тригонометриялық Фурье қатарының жинақтылық белгілері. 
5. Периодсыз функцияларды тригонометриялық Фурье қатарына жіктеу. 
6. Периодты функцияның Фурье қатарының дербес  жағдайлары. 
Негізгі есептер: № 4373, 4375, 4377, 4379, 4381. 4383, 4385, 4387,4389.





Мысалдар.  1°.  болғанда  болып, сонан соң  аралығына -периодты болатындай таратылған  функциясын Фурье қатарына жіктеу мүмкіндігін зерттелік (234-сурет).






 функциясы  аралығында үзіліссіз, оның үстіне әр х нүктесінде біржақты ақырлы туындылары бар  болғанда   болып, ал шеткі  және  нүктелерінде 3 (V тарау)-пункттегі сәйкес (9) және (11) тендіктері бойынша


                                 










(мұндағы біржақты туындыларды анықтама бойынша тікелей де есептеуге болар еді). Сөйтіп,  аралығында үзіліссіз  функциясының  сегментінің әр нүктесінде оң және сол жақты ақырлы туындысы бар болды, демек, -периодтылығынан   аралығының әр нүктесінде бір жақты ақырлы туындылары бар болады. Сол себептен, 1-теорема бойынша  функциясының Фурье қатары өзіне, яғни  болғанда  функциясына, ал  сегментінің сыртында оның -периодтық таратылуына нүктелі жинақталады.

  жұп функция екендігін ескере отырып, Фурье қатарын жазу үшін оның коэффициенттерін есептелік: (35) бойынша



Бөліктеп интегралдау әдісін қолданып, (35) бойынша


 жұп болғандықтан, (36) бойынша   
Сөйтіп,

 (38)






Әр  мен әр  үшін  болып,  жинақталатын қатар болғандықтан, Вейерштрасс теоремасы бойынша (38) қатары расында нүктелі ғана емес, абсолютті және бірқалыпты жинақталатынын көреміз. Ендеше  аралығында  








2°.   саны беріліп,  сегментінде  болсын. Онда   болады, демек,  үзіліссіз функциясын  аралығына үзіліссіз функция ретінде таратуға болады. Сонымен қатар  үшін ,






демек, 1-теорема бойынша  функциясының Фурье қатары оған нүктелі   жинақталады.  — жұп   функция: , сондықтан да әр үшін (35) және (36) бойынша






демек, әр  үшін          

17-18 сабақ.   Еселі интегралдар.
Мақсаты: Екі және үш еселі интегралдар теориясын және ондағы негізгі теоремаларды оқып үйрену. Оқып меңгерген әдіс-тәсілдерді геометриялық және физикалық есептерді шығаруда қолдана білуге дағдыландыру.
Жаңа түсініктер мен анықтамаларды меңгерту . Екі еселі интегралдар теориясын және ондағы негізгі теоремаларды оқып үйрену. Оқып меңгерген әдіс-тәсілдерді екі еселі интегралдарды есептеуде қолдана білуге дағдыландыру.
Негізгі сұрақтар: 
1. Екі еселі интегралдың анықтамасы және қасиеттері.
1. Интегралдау шектерін табу. 
1. Үш еселі интегралдың анықтамасы және қасиеттері. 
1. Интегралдау шектерін табу.
1. Еселі интегралдарды есептеу.
Негізгі есептер: № 3467-3475, 3477-3499(тақ нөмірлері).  

19-20 сабақ.   Еселі интегралдар.
Мақсаты: Екі және үш еселі интегралдар теориясын және ондағы негізгі теоремаларды оқып үйрену. Оқып меңгерген әдіс-тәсілдерді геометриялық және физикалық есептерді шығаруда қолдана білуге дағдыландыру.
Жаңа түсініктер мен анықтамаларды меңгерту. Екі еселі интегралдар теориясын және ондағы негізгі теоремаларды оқып үйрену. Оқып меңгерген әдіс-тәсілдерді екі еселі интегралдарды есептеуде қолдана білуге дағдыландыру.
Негізгі сұрақтар: 
1. Еселі интегралдарды есептеу.
2. Екі еселі интегралдарда полярлық координаттарға көшу.
3. Үш еселі интегралдарда цилиндрлік координаттарға көшу.
4. Еселі интегралдардың геометриялық және механикалық қолданыстары.
Негізгі есептер: № 3507-3513, 3552-3557 (тақ нөмірлері). 

Мысал.  f(x,y) функциясы  тіктөртбұрышыңда үзіліссіз және теріс емес делік. Онда интегралы бар және оның мәні дененің көлеміне тең. 


[a,b] сегментінің  бөлшектеуіне А тіктөртбұрышының  жіктеуін сәйкес қойып, интегралдың аддитивтік қасиеті бойынша 

теңдігіне келеміз. 

21-22 сабақ.  Қисық сызықты интеграл және беттік интегралдар.  
Мақсаты: Студенттердің қисық сызықты және беттік интегралдар теориясынан белгілі бір білім қорын жасау және оқып меңгерген әдіс-тәсілдерді геометриялық және физикалық есептерді шығаруда қолдана білуге дағдыландыру. 
Негізгі сұрақтар:
1. Бірінші текті қисық сызықты интеграл. 
1. Екінші текті қисық сызықты интеграл . 
1. Жазық облыстың ориентациясы. Грин формуласы.
1. Бет: айқын  және параметрлік түрде берілуі. 
1. Бірінші текті беттік интегралдарды есептеу.
1. Екінші текті беттік интегралдарды есептеу. 
1. Гаусс – Остроградский формуласы. 
1. Стокс формуласы.
Негізгі  есептер: № 3771, 3773, 3775, 3777,3809, 3811, 3819, 3823,3825.
3877, 3879, 3887,3891.


Мысалдар. 1. Интегралды  есептеңіз, мұндағы S – мына      конустық беттің   z=0   және  z=1  жазықтықтарының арасындағы бөлігі. Мыналарды есептеп табамыз





Сонда ізделінді беттік интеграл мына қос интегралға түрленеді:   

Интегралдау  D  облысы  мына дөңгелек     сондықтан



2.  Есептеңіз       I=


Мұндағы  S –  жоғарғы жарты     сфераның сыртқы беті. Сфераның бетінің теңдеуін параметрлік түрде жазайық::   Сонда



Мына формуланы пайдаланып  , аламыз 

.

23-24 сабақ.  Дифференциалдық теңдеулер.
Негізгі сұрақтар:
1. Дифференциалдық теңдеулер. Негізгі ұғымдар. Коши есебі. 
2. Айнымалысын ажыратуға болатын теңдеулер.
3. Біртекті теңдеулер. 
4. Біртекті теңдеуге келтірілетін теңдеулер. 
Негізгі есептер: №3901-3911(тақ нөмірлері), 3913,3915, 3935-3948 (тақ нөмірлері).

Мысал.     теңдеуін шешіңіз.
Шешуі. Теңдеудің оң жағын түрлендіреміз:

.

Ол  (9.6) түрге келіп тұр. Теңдеудің екі жағын да   - ге бөлеміз:

.






Интегралдасақ, онда теңдеудің шешімі   жалпы интегралы болады, яғни  . Мұнда,  теңдеуінің түрі  .  Оның шешімдері    берілген дифференциалдық теңдеудің шешімдері болып табылады. Бірақ жалпы интегралға енбейді. Сондықтан    ерекше шешімдер болады.

25-26 сабақ.  Сызықты дифференциалдық теңдеулер.
Негізгі сұрақтар:
1. Сызықты теңдеулер. 
2. Бернулли теңдеуі.
Негізгі есептер: №3954-3967 (тақ нөмірлері).

Мысалдар. 1.    теңдеуін Бернулли тәсілімен шешіңіз.





Шешуі. , , сонда , яғни  . Алдымен    теңдеуін шешеміз:





. Енді ,  . Сонымен, берілген теңдеудің жалпы шешімі  , яғни  . 

2.    теңдеуін шешіңіз.













Бернулли теңдеуі берілген:  .  Бұл теңдеудің екі жағын  у – ке көбейтеміз,  сонда .  белгілеуін енгізіп,    аламыз. Демек, Бернулли теңдеуі   - ке қатысты сызықты дифференциалдық теңдеуге келді:  ,  . Бұл теңдеуді Бернулли тәсілімен шешейік: ,  , сонда  , яғни  . Алдымен  теңдеуін шешеміз: .





Енді , . Бұдан ,  белгілеуін ескерсек,  - теңдеудің жалпы шешімі.

27-28 сабақ.  Жоғары ретті дифференциалдық теңдеулер.
Негізгі сұрақтар:
1. Жоғары ретті дифференциалдық теңдеулер.
2. Сызықты дифференциалдық теңдеу. 
3. Жалпы шешімінің құрылымы.
Негізгі есептер: №4155-4177 (тақ нөмірлері).

Мысал. 1.    теңдеуін шешіңіз.





Шешуі. Берілген теңдеу (9.31) түріне келеді, ендеше   белгілеулерін енгіземіз, сонда  .  Бұл айнымалылары ажыратылатын теңдеу, онда  .  Интегралдасақ,  .  Бастапқы айнымалыға көшсек,   - берілген теңдеудің жалпы шешімі.
29-30 сабақ.  Тұрақты коэффициентті сызықты теңдеулер.
Негізгі сұрақтар:
1. Жоғары ретті коэффициенттері тұрақты біртекті сызықты теңдеулер. 
2. Жоғары ретті коэффициенттері тұрақты біртекті емес сызықты теңдеулер.
Негізгі есептер: № 4251-4265, 4268-4280 (тақ нөмірлері).

Мысалдар. 1.    теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз.



Шешуі. Сипаттаушы теңдеу құрамыз: . Бұдан  . Оның түбірлері:  . 

Ендеше,    - берілген теңдеудің жалпы шешімі.

2.    теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 





Шешуі. . Бұдан . Оның түбірлері:    , яғни түбірлердің ішінде  үш еселі түбір.

Ендеше   -  берілген теңдеудің жалпы шешімі.

3.    теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 




Шешуі. Сипаттаушы теңдеу құрамыз: . Бұдан  . Оның түбірлері:  .

 - берілген теңдеудің жалпы шешімі.

4.    теңдеуінің жалпы шешімін табыңыз. 





Шешуі. Алдымен  - берілген теңдеуге сәйкес келетін    біртекті сызықты дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін табамыз. Оның сипаттаушы теңдеуі:  . Оның түбірлері: . Ендеше  -біртекті сызықты дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі. 






Енді берілген теңдеудің дербес шешімін табамыз. Онда теңдеудің оң жағы , бұл  (46) түрде берілген,  сипаттаушы теңдеудің түбірі емес:  . Сондықтан,  - дербес шешімді  (9.48)  формула бойынша мына түрде іздейміз:  . Бұдан  . Анықталмаған коэффициенттер тәсілі бойынша х - тің бірдей дәрежелеріндегі коэффициенттерді теңестіріп, теңдеулер жүйесін аламыз:




  Сондықтан, берілген теңдеудің дербес шешімі:  . Ендеше,   - берілген теңдеудің жалпы шешімі.
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