10-дәріс. Функцияның шегі

1. Функция шегінің анықтамалары
Нақты сандар жиыны [image: ], сол жиынның  [image: ]нүктесі және осы[image: ]нүктесінің [image: ] маңайында анықталған [image: ]функциясы берілсін. [image: ]функциясының [image: ]нүктесінде анықталған немесе анықталмағандығы талап етілмейді, яғни  [image: ] нүктесі  [image: ]  маңайына тиісті болмауы да мүмкін.
Функция шегінің анықтамасын бермес бұрын «ойылған маңай» ұғымын анықтапалайық. 
Анықтама.[image: ] нүктесінің ойылған  [image: ]-маңайыдеп,  [image: ]нүктесінің  [image: ]-маңайынан [image: ]нүктесін алып тастағанда пайда болған маңайды атайды.
[image: ]нүктесінің ойылған [image: ] - маңайын[image: ][image: ] символымен белгілейді. 
[image: ].
Функция шегінің екі анықтамасы бар. 
1-анықтама (Функциялардың шегінің маңайлар тіліндегі анықтамасы). Егер кез келген  [image: ]  оң саны бойынша  [image: ] саны табылып, [image: ], теңсіздіктерін қанағаттандыратын барлық  [image: ] - тер үшін  [image: ]  теңсіздігі орындалатын болса, онда  [image: ]санын [image: ] функциясының  [image: ]нүктесіндегі ([image: ][image: ]- ге ұмтылғандағы) шегі деп атап, келесідей белгілейді: 
[image: ].
Кванторлар тілінде шектің анықтамасын келесідей жазады:


Шектің анықтамасының геометриялық мағынасы  [image: ]  және [image: ]  түзулерін жүргізсек (оларды  [image: ]  түзуіне қалауымызша жақын сызуға болады),  [image: ]  және  [image: ]  интервалдарына сәйкес функция графигінің бөлігі сол екі түзудің арасында жатады. 
2-анықтама (Функция шегінің тізбектер тіліндегі анықтамасы). 
Егер  [image: ] функциясы  [image: ]нүктесінің маңайында анықталып,бірде-бір мүшесі  [image: ]- ге тең емес, шегі  [image: ] болатын, яғни  [image: ]  шарттарын қанағаттандыратын, әрбір  [image: ]  тізбегі үшін оған сәйкес  [image: ]  тізбегінің шегі бар және ол  [image: ] санына тең болса онда [image: ] нақты санын [image: ]  функциясының  [image: ]нүктедегі шегі деп атайды. 
[image: ] функциясының тізбектер тіліндегі [image: ]нүктесіндегі шегін (қысқаша т.-т.) 
(т.-т.) [image: ]
символымен белгілейді.
Шектің жоғарыда берілген маңайлар тіліндегі анықтамасын, тізбектер тіліндегі анықтамасын айыру үшін, [image: ] функциясының  [image: ] нүктедегі шегінің  «-»  тіліндегі анықтамасы деп атап,
«-»[image: ]
символымен белгілейді. 
Кейде шектің «-» және тізбектер тіліндегі анықтамаларын оларды енгізген математиктердің есімдерімен атап, сәйкесінше шектің Коши және Гейне берген анықтамалары деп атайды. 
Бұл екі анықтама эквивалентті анықтамалар. 

2. Біржақты шектер
[image: ]шегінің анықтамасында  [image: ] саны  [image: ]нүктесінің қай жағында орналасқаны туралы ештеңе айтылған жоқ. Ол нүкте үшін  [image: ]  және[image: ]  теңсіздіктерінің әрқайсысы орындалуы мүмкін.
Мұндай шекті жай немесе екіжақты деп атайды.
Егер шектің анықтамасына қосымша[image: ]немесе  [image: ]  шартын енгізсек, онда сәйкес оң немесе сол жақты шектің анықтамасына келеміз.
Анықтама.[image: ]функциясы  [image: ]  интервалында анықталсын. 
Егер кез келген [image: ] саны бойынша [image: ] саны табылып, [image: ] ([image: ]) теңсіздігін қанағаттандыратын барлық  [image: ]- тер үшін  [image: ] теңсіздігі орындалса, онда [image: ]санын [image: ] функциясының [image: ]нүктесіндегі сол жақты (оң жақты) шегідеп атайды.
Оң және сол жақты шектерді біржақты шектер деп атап,
[image: ],    [image: ]
символдарымен белгілейді.
Бұл анықтамаларды кванторлар тілінде келесідей жазады: 
[image: ]
[image: ]
4-теорема.[image: ] функциясының  [image: ] нүктесінде жай (екі жақты) шегі бар болуы үшін сол нүктеде оң және сол жақты шектер бар болып, олар өзара тең болуы қажетті және жеткілікті.

 функциясы шегінің екі анықтамасындағы [image: ]мен  [image: ] сандары ақырлы (нақты) сан да,  [image: ]  символдары да болуы  мүмкін.
Егер [image: ] нақты сан болса, оны ақырлы шек деп атайды. Ал, егер[image: ]шамасы [image: ]символдарының біреуі болса, онда оны ақырсыз үлкен шек деп атайды.



Оларды былай белгілейді:   ,  ,
Кванторлар тілінде келесідей жазады:




Сол сиякты, егер  [image: ]нақты сан болса, функцияның шегін нүктедегі шегі деп атайды. Ал, егерде  [image: ]шамасы  [image: ]  символдарының бірі болса, онда шекті функцияның шексіздіктегі шегідеп атайды. 
Бұл жағдайда функцияның шегін келесідей белгілейді:
[image: ],    [image: ],    [image: ],    [image: ].
[image: ]
[image: ]
Функцияның шегінің 36 жағдайы бар. Басқа жағдайдағы функцияның шегі жоғарыдағылар сияқты анықталады.
5-теорема.
1) егер[image: ]  функциясы үшін [image: ] нүктесінің  [image: ]  маңайында [image: ]  теңсіздігі орындалып, ал  [image: ]  функциясы үшін  [image: ][image: ]  болса, онда  [image: ];
2) егер[image: ]  болса, онда  [image: ].
Салдар. Егер  [image: ]  болса, онда  [image: ].
3. Шегі бар функциялардың қасиеттері
6- теорема.Егер [image: ] функциясының  [image: ] нүктесінде [image: ] нақты мәнді шегі бар болса, онда:
1) [image: ]нүктесінің[image: ] ойылған  маңайында [image: ] функциясы шенелген;
2) егер  [image: ]  болса, онда функцияның мәндері де  [image: ]нүктесінің  [image: ]  ойылған маңайында  [image: ]  болады. Нақтырақ айтқанда,[image: ]  үшін егер  [image: ]  болса, онда  [image: ],  ал егер  [image: ]  болса, онда[image: ];
3) егер [image: ] үшін [image: ] және [image: ], [image: ] болса, онда [image: ];
4) егер  [image: ]  үшін  [image: ]  және  [image: ],    [image: ]  болса, онда  [image: ];
5) егер  [image: ],  [image: ]  болса, онда  [image: ];
6) егер [image: ],  [image: ]  болса, онда: 
а) [image: ],б) [image: ],с) [image: ],d) егер  с0  болса, онда  [image: ]болады.
Ескерту.а)  мен  с)  теңдіктері екі функция үшін ғана емес, кез келген ақырлы қосынды мен көбейтінді үшін де орындалады.
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