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	Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті
	Пәннің оқу-әдістемелік кешені
	Басылым: бесінші



15-дәріс.Функцияны туындының көмегімен зерттеу
Дифференциалданатын функцияның өсуі мен кемуінің критерийі







4.13-теорема.  функциясы   сегментінде үзіліссіз болып,     интервалында дифференциалдансын. Онда  кемімейтін (өспейтін) болуы үшін әрбір   нүктесінде    шартының орындалуы қажетті және жеткілікті.



Егер әрбір    үшін    болса, онда    өспелі болады.


Кері тұжырым дұрыс емес, яғни өспелі функция үшін   теңдігі орындалатын    нүктесі бар болуы мүмкін.



Мысалы, функциясы  интервалында өспелі, бірақ .







4.14-теорема (экстремумның қажетті шарттары).  нүктесінің қандай да бір маңайында анықталған  функциясының экстремум нүктесі    болсын. Онда,    нүктесінде    функциясының ақырлы туындысы жоқ немесе    нүктесінде ақырлы туынды бар және нөлге тең, яғни  .
Локальді экстремумның қажетті шарты болатын бұл жағдайлардың әрқайсысы да жеткілікті шарт емес.






4.15-теорема (экстремумның жеткілікті шарттары).  функциясы    нүктесінің   - маңайында үзіліссіз болып, оның ойылған -маңайында дифференциалдансын (демек,  нүктесінің өзінде    функциясының ақырлы туындысы болуы да, болмауы да мүмкін).



 және интервалдарының әрқайсысында    функциясы оң немесе теріс таңбалы болсын. Онда





1) егер барлық    үшін    және барлық    үшін    болса, онда   -  локальді қатаң максимум нүктесі,





2) егер барлық    үшін    және барлық   болса, онда   -  локальді қатаң минимум нүктесі.

Егер локальді экстремумге зерттеліп тұрған нүктеде    функциясының екінші туындысы бар болса, онда дәлелденген теоремадан шығатын келесі салдарды қолданған жөн.



Салдар.  функциясының    нүктесінде екінші ретті туындысы бар болып, сол нүктеде локальді экстремумның қажетті шарты орындалсын, яғни    болсын. Онда
1. 

егерболса, онда - локальді минимум нүктесі,
1. 

егер болса, онда   -  локальді максимум нүктесі,
1. 

егер  болса, онда  нүктесі экстремум нүктесі болуы да, болмауы да мүмкін


Мысалдар. 1.  функциясының    аралығында өспелі екендігін дәлелдеңіз.










Дәлелдеуі. Берілген функция  аралығында дифференциалданады.  .   үшмүшелігінің дискриминанты ,  теріс, ал коэффициент    болғандықтан,    үшмүшелігі    аралығында оң. Яғни,  ,  .  Онда 4.13-теорема бойынша    функциясы барлық сан өсінде өспелі.

2. функциясының монотонды аралықтарын және экстремум нүктелерін анықтаңыз.

Шешуі. Берілген функцияның анықталу облысы  .

. 

Туындыны нөлге теңестіріп, функцияның анықталу облысын сол нүктелер арқылы интервалдарға бөліп, туындының таңбасын анықтайық.
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Демек,    функциясы    және    аралықтарында кемімелі, ал    және    аралықтарында өспелі.


4.14-теорема бойынша,    нүктесі берілген функцияның локальді максимум, ал   - локальді минимум нүктесі.

3.  функциясының экстремум нүктелерін анықтаңыз.








Шешуі. Онда    теңдеуінің түбірлері    және  .  Сонымен бірге,    үшін  ,    болғандықтан, 4.15-теореманың салдары бойынша   - локальді максимум, ал   - локальді минимум нүктелері болады. 

Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табу



 функциясы    сегментінде үзіліссіз болса, онда Вейерштрасс теоремасы бойынша  функциясының ең үлкен және ең кіші мәндері бар болады. Кейбір дербес жағдайларда туынды көмегімен сол мәндерді табуға болады.











1. Егер    интервалында    дифференциалданып, оның туындысы нөлге айналмаса, онда    болғанда   – ең кіші, ал   – ең үлкен мәндер болады, өйткені    өспелі. Ал барлық    үшін    болса, онда   – ең үлкен, ал   – ең кіші мәндер болады, өйткені    кемімелі.



2. Егер   функциясы үшін    интервалында локальді экстремумның екі қажетті шартын (4.14-теорема) қанағаттандыратын нүктелер жиыны   ақырлы жиын болып, қалған нүктелерде ақырлы туындысы бар болса, онда 




сандарының ең үлкені және ең кішісі  функциясының  сегментіндегі сәйкесінше, ең үлкен және ең кіші мәндері болады.


Мысалдар. 1.   функциясының    сегментіндегі ең кіші және ең үлкен мәндерін табыңыз.




Шешуі.Әрбір  үшін . Демек,   – ең кіші мәні,   – ең үлкен мәні болады.


2. функциясының ең кіші мәнін табыңыз, мұндағы 
Шешуі. Берілген өрнекті келесідей түрлендірейік:


.






  болғандықтан,  .  Онда    және    нүктелерінде туынды нөлге теңеседі.    болғандықтан    нүктесін аламыз.




,    болғандықтан,    нүктесі  минимум  нүктесі болады. Демек,  .

3.  функциясының ең үлкен мәнін табыңыз.


Шешуі. Функцияның периоды    екендігін ескеріп, оны    аралығында зерттесек жеткілікті.




  болғандықтан,  ,  немесе  .  Осыдан  .






Функцияның    аралықтағы ең үлкен мәнін анықтау үшін    нүктелерін  қарастырамыз. Сонда,    болады.    болса, онда    болғандықтан  .


Демек,   функциясының  аралығындағы ең үлкен мәні.



4. Парақ бетіне, жоғарғы және төменгі жиектерінен  ,  ал сол және оң жиектерінен    жолақ қалдырып, ауданы    болатын мақаланы басу керек. Қағаз ең аз жұмсалатындай парақтың өлшемдері қандай?




Шешуі. Парақтың мақала басылған бөлігінің өлшемдері    және    болсын. Онда, есеп шарты бойынша  ,  ал парақтың ауданы    болады. Сонда

.


Яғни,    функциясы ең кіші мән қабылдайтындай   ті анықтауымыз керек.









  болғандықтан,    функцияның  кризистік нүктесі.  ,    болғандықтан,    болғанда    функциясы минимум мәнін қабылдайды. Онда    болғандықтан, парақтың өлшемдері    және    болуы қажет.
Функцияның дөңестігі





Анықтама. Егер    функциясының   аралығындағы графигі осы аралықтың кез келген    нүктелесінде жүргізілген жанамадан жоғары жатпаса, онда    функциясын    аралығында дөңестігі жоғары бағытталған, қысқаша, дөңес функция деп атайды.





Егер    функциясының    аралығындағы графигі осы аралықтың кез келген    нүктелерінде жүргізілген жанамадан төмен жатпаса, онда    функциясын    аралығында дөңестігі төмен бағытталған, қысқаша, ойыс  функция деп атайды.




4.16-теорема. Егер    аралығында    функциясының екінші ретті туындысы бар болып,    болса, онда    дөңестігі жоғары (төмен) бағытталған функция болады. 






Мысалдар. 1.  үшін    Демек,   функциясы    және    үшін дөңестігі төмен бағытталған, ал    үшін дөңестігі жоғары бағытталған функция болады.



2.  функциясы    интервалында дөңестігі жоғары бағытталған функция болады, өйткені  

3.  функциясын дөңестікке зерттейік.

Шешуі.Анықталу облысы  .  Функцияның екінші ретті туындысын табайық:










болғандықтан, барлық    үшін   ал,   үшін  болғандықтан,    аралығында  -тің графигі ойыс, ал,    аралығында  -тің графигі дөңес.

Иілу нүктелері.  






Анықтама.  функциясы  интервалында анықталған және үзіліссіз болсын. Егер   нүктесінің белгілі бір оң және сол жақты маңайларында    функциясының дөңестігі қарама-қарсы бағытталған болса, онда  нүктесін -тің графигінің иілу нүктесі деп атайды.





4.17-теорема (иілу нүктесінің жеткілікті шарттары).  функциясы берілсін. Егер    немесе    нүктесінде функцияның екінші ретті туындысы болмаса, және осы нүкте арқылы өткенде   - тің таңбасы ауысса, онда    иілу нүктесі болады.

Мысал.  функциясының иілу нүктесін анықтаңыз.


Шешуі. ,  .

Екінші ретті туынды х  нүктелерінде нөлге тең және осы нүктелер арқылы өткенде оның таңбасы ауысады. Демек, ол нүктелер беріген функцияның иілу нүктелері. 
Асимптоталар




  түзуін    функциясы графигінің,    немесе    ұмтылғандағы көлбеу асимптотасы деп атайды, егер




болса. Яғни,.

.


 шекке көшсек, онда     болатындықтан



болады. Осы сияқты,

.

  болған дербес жағдайдакөлденеңасимптота деп аталады.

Егер    нақты саны үшін келесі


   немесе   






шектері   немесе   болса, онда   түзуін    функциясы графигінің тік асимптотасы деп атайды. Тік асимтоталарды   болғанда оң жақты, ал   болғанда сол жақты асимптота деп атайды.


Әрине, шенелген функцияның тік және көлбеу асимптоталары бола алмайды, ал көлденең асимптотасы болу үшін функцияның    немесе    болғанда нақты шегі бар болуы қажетті және жеткілікті.

Функция графигін салу
Функцияның графигін салу үшін келесі зерттеулерді жүргізген жөн:
1. Функцияның анықталу жиыны мен функция графигінің координат өстерімен қиылысатын нүктелерді табу;
2. Функцияның жұп, тақ, периодты болатынын тексеру; 
3. Функцияны үзіліссіздікке зерттеп, үзіліс нүктелерін тауып, үзілу түрін анықтау;
4. Функция графигінің асимптоталарын табу;
5. Функцияның монотонды аралықтарын анықтап, экстремум нүктелерін табу;
6. Функцияның дөңес не ойыс болатын аралықтарын және иілу нүктелерін табу.
Осы зерттеулердің нәтижесін пайдаланып, функция графигі салынады.
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