11-дәріс. Функцияның үзіліссіздігі
Функциялардың үзіліссіздігі мен үзілуі
Анықтама.Егер кез келген  [image: ] саны бойынша  [image: ]  саны табылып,  [image: ],  теңсіздіктерін қанағаттандыратын барлық [image: ] үшін  [image: ]  теңсіздігі орындалатын болса, онда  [image: ]  функциясын  [image: ] нүктесінде үзіліссіздеп атайды. Яғни,
[image: ]                                           (2).
Кванторлар тілінде  [image: ]  функциясының  [image: ]  нүктесінде үзіліссіздігі былай жазылады:
[image: ]
Жоғарыда берілген анықтамадан, [image: ] функциясының  [image: ]  нүктеде үзіліссіздігі келесі үш шарттың орындалуын білдіреді:

1) функциясы [image: ] нүктесінде және оның қандай да бір [image: ] маңайында анықталған;
2) [image: ] функциясының  [image: ]  нүктесінде шегі бар;
3) [image: ] функциясының  [image: ] нүктесіндегі шегі функцияның сол нүктедегі мәніне тең.
[image: ] болғандықтан, үзіліссіздіктің анықтамасындағы (2)-теңдікті былай да  [image: ]  жазуға болады.
Демек, үзіліссіздікті шек таңбасы  «lim»  пен функция белгісі  [image: ] - ті өзара орын  ауыстыру мүмкіндігі деп те анықтауға болады. 
(2) - теңдікті  [image: ] - ді теңдіктің сол жағына шек таңбасының астына көшіріп,  [image: ]  болса   [image: ] екендігін ескеріп,
[image: ]                                          (3)
түрінде жаза аламыз. Мұндағы,  [image: ]  айырымын аргументтің өсімшесі, ал  [image: ]  айырымын функцияның өсімшесі деп атайды.
Егер [image: ] арқылы белгілесек, онда [image: ]  болса  [image: ]  болатындықтан  (3) - ті келесідей жаза аламыз:
[image: ]                                                     (4)
«Өсімше» терминін қолданып, үзіліссіздіктің анықтамасын былай айтуға болады: егер тәуелсіз айнымалының  [image: ]  нүктедегі өсімшесі  [image: ]  нөлге ұмтылғанда, оған сәйкес [image: ]функциясының өсімшесі [image: ]  нөлге ұмтылса, онда  [image: ] функциясын  [image: ]  нүктесінде үзіліссіздеп атайды.


Мысалы,     функциясы    үшін үзілліссіз.
Шынында да,




  болғандықтан  .  Демек,    функциясы кез-келген    нүктесінде үзіліссіз.



Егер  болса, онда  функциясын    нүктесінде оң жақты үзіліссіз деп атайды;



егер    болса, онда  функциясын    нүктесінде сол жақты үзіліссіз деп атайды.





Егер  функциясының анықталу аралығы    сегменті болса,  онда   функциясының    нүктесінде тек қана оң жақты, ал    нүктесінде тек қана сол жақты үзіліссіздігі туралы айтуға болады.
Үзіліссіз функциялардың кейбір қасиеттері




7-теорема. Егер  функциясы    нүктесінде үзіліссіз болса, онда    нүктесінің қандай да бір    маңайында:

1)  функциясышенелген;





2) .  Нақтырақ айтқанда, егер    болса, онда ,  ал егер    болса, онда  ;






3) егер  және   функциялары   нүктесінде үзіліссіз болса, онда  және    функциялары да сол нүктелерде үзіліссіз;






4)  егер    функциясы    нүктесінде, ал    функциясы   нүктесінде үзіліссіз болса, онда күрделі    функциясы    нүктесінде үзіліссіз болады.








Анықтама. Егер функциясы  нүктесінде анықталмаса немесе  нүктесі анықталу жиынында жатып,  сол нүктеде үзіліссіз болмаса, онда    нүктесін  -тің үзіліс нүктесі деп атап, -ті  нүктесінде үзіледі дейді.


Анықтама. Егер  нүктесі  функциясының үзіліс нүктесі болып, сол нүктеде біржақты ақырлы шектері


,  


бар болса, онда  функциясы  нүктесінде  жай немесе бірінші түрдегі үзілісті дейді.



 санын функциясының нүктесіндегі  секірмесі деп атайды.


Егер    болса онда   - діжөнделетін үзіліс нүктесі деп атайды.






Егер  функциясы  нүктесінде үзілісті болып, бірақ үзілісі бірінші түрдегі үзіліс болмаса, дәлірек айтқанда,  нүктесінде  - тің кемінде бір біржақты ақырлы шегі болмаса, онда  функциясын    нүктесінде  күрделі немесе екіншітүрдегі үзілісті дейді.






Сонымен,  функциясы  нүктесінде үзіліссіз болуы үшін  ,  ,    сандарының мағыналы болып, олардың өзара тең болуы қажетті және жеткілікті, яғни  .


Мысалдар. 1.  функциясын    нүктесінде үзіліссіздікке зерттеңіз.


Шешуі.,  .


Функцияның    нүктесіндегі біржақты шектері ақырлы, бірақ өзара тең емес. Демек,    бірінші түрдегі үзіліс нүктесі.


2.   функция    нүктесінде анықталмаған. Осы нүктедегі үзілісті зерттеңіз.



Шешуі. ,    болғандықтан,    нүктесіекіншітүрдегі үзіліс нүктесі.
Негізгі элементар функциялар өздерінің анықталу жиынында үзіліссіз. 
Кесіндіде үзіліссіз функциялар


Анықтама.    кесіндісінің әрбір нүктесінде үзіліссіз    функциясын кесіндіде үзіліссіз функция дейді.
Басқа аралықтарда үзіліссіз функция да осы сияқты анықталады.


8-теорема (Вейерштрасстың бірінші теоремасы). Егер    функциясы    кесіндіде анықталған және үзіліссіз болса, онда оның мәндерінің жиыны шенелген жиын болады.


9-теорема (Вейерштрасстың екінші теоремасы). Егер   функциясы  кесіндіде анықталған және үзіліссіз болса, онда осы кесіндіде  ол ең үлкен және ең кіші мәндерін қабылдайды.









10-теорема (Больцано-Коши). Егер  функциясы    сегментінде үзіліссіз болып, сегменттің ұштарындағы мәндері ,    болса, онда  мен   - ның арасында жатқан кез келген    үшін   теңдігін қанағаттандыратын кемінде бір  нүктесі табылады.

Бiрiншi  тамаша  шек
Мысалдар.  

1.

2.

3. 

4.



Екiншi тамаша  шек  



Егер    деп белгілесек .  Онда (3.10) - формула келесі түрде жазылады  
Мысалдар. 

1.

2.

3.



4. .
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