3-дәріс. Векторлар, оларға қолданылатын амалдар


Анықтама 1.Бағытталған кесінді вектор деп аталалды. Вектор  немесе символымен  белгіленеді. А – вектордың басы, В – вектордың ұшы.



Басы мен ұшы беттесетін векторлар нольдік векторлар деп аталады және  немесе  жай ғана О деп белгіленеді.


Вектордың басы мен ұшы арасындағы қашықтық оның ұзындығы деп аталады және  немесе  деп белгіленеді.




 және  векторлары коллинеарлы деп аталады, егер олар бір түзу бойында немесе параллель түзулерде жатса. Коллинеарлы векторлар бағыттас немесе қарама-қарсы  бағытта болуы мүмкін.



Анықтама 2. және  векторлары тең деп аталады, егер олар:

1) олар коллинеарлы және бірдей бағытталған  және

2) олардың ұзындықтары тең, яғни болса.







Егер  және  векторлары үшін  және  шарттары орындалса, онда олар қарама-қарсы векторлар деп аталады және  теңдігі орындалады. Егер  болса, онда оған қарама-қарсы вектор .
Векторлардың теңдігінің анықтамасынан, векторларды ұзындығы мен бағытын өзгертпей параллель көшіруге болатындығы шығады.

Теорема.А(х1;y1;z1) және В(х2;y2;z2) нүктелері қандай болмасын,  векторының координаталары келесі формулалармен анықталады:
Х=х2-х1,    У=у2-у1,    Z=z2-z1

Егер М(x;y;z) нүктесінің координаталары болса, онда  векторының координаталары
Х=х, У=у, Z=z.
Вектор ұзындығы және бағыттаушы косинустары
Егер М нүктесі арқылы координата остеріне перпендикуляр жазықтықтар жүргізсек, онда олар жазықтықтың координаталарымен бірге, диагоналі ОМ кесіндісі болатын, тік бұрышты параллелепипед құрайды. Элементар геометриядан білетініміздей, тік бұрышты параллелепиптің диагоналінің квадраты оның үш өлшемінің квадраттарының қосындысына тең. Сондықтан,



бірақ


Сонымен, алатынымыз немесе.
Бұл формула кез келген вектордың ұзындығын оның координаталары арқылы өрнектейді.


 арқылы  векторы мен координата остері арасындағы бұрыштарды белгілейміз, яғни

.
Онда алатынымыз,


.



 мәндері  векторының бағыттаушы косинустары деп аталады. Жоғарыдағы теңдіктің әрқайсысының оң және сол жағын кватраттап нәтижелерін қосу арқылы алатынымыз =1.

Кез келген А(х1;y1;z1) және В(х2;y2;z2) нүктелерін қарастырайық. Онда вектордың координаталарын анықтау формулалары бойынша .

Ұзындығы .
 Векторларға сызықтық амалдар және олардың қасиеттері 
Векторларға сызықтық амалдар деп,векторларды қосу және алу, векторларды санға көбейту амалдарын айтады.







1. Екі векторды қосу. Айталық  және векторлары берілсін. векторы деп,  векторы  векторының ұшына қойылған жағдайда  векторының басынан  векторының ұшына жүргізілген векторды айтады.




Векторларды алу амалы қосу амалына керісінше.  және  векторларының айырымы деп,  болатын  векторын айтады.




 және  векторларының айырымын  және - векторларының қосындысы ретінде қарастыруға болады.




2.Векторды санға көбейту. Айталық  векторы және саны берілсін.  көбейтіндісі деп,  векторын айтады және де ол:


1)  векторына коллинеар, яғни ,

2) ұзындығы 






3)  және  бағыттас, егер , яғни  және қарама-қарсы, егер , яғни .
3. Сызықтық амалдардың негізгі қасиеттері 

10.  (қосудың ауыстырымдылық қасиеті). 

20.  (қосудың терімділік қасиеті).

30.  - кез келген сандар (көбейтудің терімділік қасиеті).

40.  (қосуға қатысты үлестірімділік қасиеті).

50.  (векторларды қосуға қатысты үлестірімділік қасиеті).

Екі вектордың коллинеарлық шарты координаталарымен  теңдігінен алынады.




яғни  және  векторлары коллинеарлы сонда тек сонда ғана, егер олардың координаталары пропорционал болса.
4. Векторды базис бойынша жіктеу.




Айталық  - координат остерінің бірлік векторлары болсын, яғни және олардың әрқайсысы сәйкес координата остерімен  бірдей бағытта болсын. векторлар үштігін базис деп атайды.




Теорема. Кез келген  векторы бір ғана жолмен  базисі арқылы жіктеледі, яғни  түрінде көрсетіледі, мұндағы X,Y,Z -  векторының координата остеріне  проекциялары немесе оның координаталары.
Векторларды қосу анықтамасы бойынша алатынымыз:






болғандықтан,  векторлары  векторының координата остері бойынша құраушылары болады.



онда  және т.б.
Екі вектордың скаляр көбейтіндісі және олардың қасиеттері


Анықтама.Екі нольдік емес  және  векторларының скаляр көбейтіндісі деп, бұл векторлардың ұзындықтары мен олардың арасындағы бұрыштың косинусының көбейтіндісінен шыққан санды (скалярды) айтады.


Скаляр көбейтінді  немеседеп белгіленеді.




Онда анықтама бойынша , мұндағы  -  және  векторлары арасындағы бұрыш.


 болғандықтан,  деп жазуға болады.
Скаляр көбейтіндінің қасиеттері. 

10.  (көбейтіндінің орын ауыстырымдылық заңы).

20.  (скаляр көбейтіндіге қатысты қиюласу заңы)

30.  (векторлар қосындысының үлестірімділік заңы).



40. , яғни вектордың скаляр квадраты  осы вектордың ұзындығының квадратына тең. Осыдан  векторының ұзындығы былайша анықталады:




50. , егер  (векторлардың ортогональдылық шарты)




60. Егер , онда , ал егер , онда 


40 және 50 қасиеттерден  базистік векторлары үшін келесі теңдік алынады:


 және .



Егер  және  векторлары өз координаталарымен берілсе:  онда олардың скаляр көбейтіндісі келесі формуламен анықталады:

.


 және  векторлары арасындағы бұрышты табу формуласы:

.


 теңдігінен, шығатыны .
Векторлардың векторлық көбейтіндісі
Үш компланар емес  [image: ] векторлары берілсін. Егер [image: ] векторының ұшынан қарағанда [image: ]дан [image: ]ға дейінгі ең қысқа бұрылыс сағат тіліне қарсы бағытта орындалса, онда [image: ] векторлары оң үштік, ал [image: ]дан [image: ]ға дейінгі ең қысқа бұрылыс сағат тілімен бағыттас болса, онда [image: ]сол үштік құрайды дейді. 
Анықтама.[image: ] және [image: ] векторларының векторлық көбейтіндісі деп, келесі үш шартты қанағаттандыратын [image: ]векторын айтады:
1) [image: ];
2) [image: ]векторының ұзындығы [image: ] және [image: ] векторларына тұрғызылған параллелограммның ауданына тең, яғни  [image: ], мұндағы [image: ];
3) [image: ] векторлары оң үштік құрайды.
Векторлық көбейтінді  [image: ] немесе  [image: ] деп белгіленеді.
Векторлық көбейтіндінің анықтамасынан [image: ], [image: ],  [image: ] болады
Векторлық көбейтіндінің қасиеттері:
1.[image: ];
2.[image: ];
3. Нөлдік емес [image: ]және [image: ] векторлары [image: ] жағдайда ғана колинеар;
4. [image: ].
Теорема. Егер [image: ] базисінде [image: ][image: ] векторлары берілсе, онда 
[image: ][image: ].
Векторлық  көбейтіндінің қолданылуы
1. [image: ], [image: ]2. Егер  [image: ]||[image: ] болса, онда [image: ](және керісінше) 
Векторлардың аралас көбейтіндісі
Анықтама.[image: ][image: ][image: ] векторларының аралас көбейтіндісі деп, [image: ] және [image: ] векторларының векторлық көбейтіндісі мен [image: ]векторының скаляр көбейтіндісін айтады.[image: ]
Аралас көбейтінді [image: ] не [image: ] немесе [image: ] түрінде жазылады. Аралас көбейтіндінің нәтижесі санға тең.
Аралас көбейтіндінің қасиеттері:
1. [image: ];
2. [image: ];
3. [image: ];
4. Егер векторлар  [image: ][image: ][image: ]  компланар болса, онда [image: ].
Теорема.[image: ] базисінде [image: ], [image: ], [image: ] векторлары берілсін, онда олардың аралас көбейтіндіні  анықтауыш түрінде жазуға болады.
[image: ]
Аралас  көбейтіндінің қолданылуы
1. Егер  [image: ] болса, онда [image: ][image: ][image: ]-оң үштік; егер [image: ] болса, онда  [image: ][image: ][image: ] - сол үштік құрайды. 
1. [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ] векторлары компланар.
1. [image: ],        		[image: ].
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