
Тақырыбы. Ықтималдықтар теориясындағы 

өлшемдер теориясы 

 

Анықтама 3.1. Элементтерi жиын болатын бос 

емес жиын жиындар жүйесi деп аталады. 

 

Анықтама 3.2. Егер 𝑆 жиындар жүйесiнде 

жататын кез келген 𝐴 және 𝐵 жиындары үшiн олардың 

𝐴 ∪ 𝐵 бiрiгуi де (𝐴 ∩ 𝐵 қиылысуы да, 𝐴\𝐵 айырымы да) 

𝑆 жиындар жүйесiнде жатса, онда 𝑆 жиындар жүйесi 

бiрiгу (қиылысу, айырма) амалына қарағанда тұйық деп 

аталады. 

 

Анықтама 3.3. Ω бос емес жиыны берiлсiн. Бiрiгу, 

қиылысу, айырма амалдарының ақырлы санына 

қарағанда тұйық және Ω жиынының өзiн де қамтитын Ω 

жиынының жиыншаларынан құралған 𝐹 жиындар 

жүйесi алгебра деп, ал Ω жиыны осы алгебраның бірлік 

элементі деп аталады.  

 

Теорема 3.1. Ω  бос емес жиыны берiлсiн. Ω 

жиынының жиыншаларынан құралған F жиындар 

жүйесi алгебра болуы үшiн төмендегi үш шарттың 

орындалуы қажеттi және жеткiлiктi:  

1-шарт: 𝛺 ∈ F, 

2-шарт: Егер 𝐴 ∈ 𝐹, онда �̅� = 𝛺\𝐴 ∈ 𝐹, 

3-шарт: Егер 𝐴 ∈ 𝐹, 𝐵 ∈ 𝐹, онда 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝐹. 

 

Анықтама 3.4. Ω бос емес жиыны берiлсiн. Бiрiгу, 

қиылысу, айырма амалдарының ақырлы және 

саналымды санына қарағанда тұйық және Ω жиынын 

қамтитын Ω жиынының жиыншаларынан құралған σF 

жиындар жүйесi σ-алгебра деп аталады. 

 

Теорема 3.2. 𝛺 бос емес жиыны берiлсiн. 𝛺 

жиынының жиыншаларынан құралған 𝜎𝐹 жиындар 

жүйесi 𝜎-алгебра болуы үшiн төмендегi үш шарттың 

орындалуы қажеттi және жеткiлiктi: 



1*-шарт: 𝛺 ∈ 𝜎𝐹, 

2*-шарт: Егер 𝐴 ∈ 𝜎𝐹, онда �̅� = 𝛺\𝐴 ∈ 𝜎𝐹,  

3*-шарт: Егер {𝐴𝑛}𝑛=1
∞ ∈ 𝜎𝐹, онда  ⋃ 𝐴𝑛 ∈∞

𝑛=1 𝜎𝐹. 
 

Анықтама 3.5. Анықталу жиыны жиындар жүйесi 

болатын функция жиындар функциясы деп аталады. 

Төменде барлық жерде өзара қиылыспайтын саны 

ақырлы (саналымды) 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛   (𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛, … ) 

жиындары үшiн ∑ 𝐸𝑘𝑘  арқылы олардың бірігуін 

белгілейміз, яғни 

∀𝑘1, 𝑘2: 𝑘1 ≠ 𝑘2, 𝐸𝑘1
∩ 𝐸𝑘2

= ∅ ⟹ ∑ 𝐸𝑘

𝑘

: = ⋃ 𝐸𝑘

𝑘

. 

Анықтама 3.6. 𝑆 жиындар жүйесiнде анықталған 

нақты мәндi Φ жиындар функциясы берiлсiн. Егер өзара 

қиылыспайтын, өздерімен бірге олардың ∑ 𝐸𝑘
𝑛
𝑘=1  бірігуі 

де 𝑆 жиындар жүйесінде жататын кез келген  𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛 

жиындары үшiн  

 

Φ (∑ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) = ∑ Φ(𝐸𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

 

теңдiгi орындалса, онда Φ жиындар функциясы ақырлы-

аддитивтi функция деп аталады. 

 

Анықтама 3.7. 𝑆 жиындар жүйесiнде анықталған 

нақты мәндi ақырлы-аддитивті Φ жиындар функциясы 

берiлсiн. Егер өзара қиылыспайтын, өздерімен бірге 

олардың ∑ 𝐸𝑘
+∞
𝑘=1  бірігуі де 𝑆 жиындар жүйесінде 

жататын кез келген  𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛, … жиындары үшiн  

 

Φ (∑ 𝐸𝑘

+∞

𝑘=1

) = ∑ Φ(𝐸𝑘)

+∞

𝑘=1

 

 

теңдiгi орындалса, онда 𝑆 жиындар жүйесiнде 

анықталған Φ жиындар функциясы 𝜎-аддитивтi 

функция деп аталады. 



 

Анықтама 3.8. Ω бос емес жиыны мен оның 

жиыншаларынан құралған 𝜎𝐹 𝜎-алгебрасы берiлсiн. 𝜎𝐹 

сигма алгебрасында анықталған, терiс емес, 𝜎-аддитивтi 

функция өлшем деп аталады.  

Әдетте, өлшемдi 𝜇 әрпiмен белгiлейдi, сонда 

өлшем 𝜇: 𝜎𝐹 ↦ [0, +∞] 
1. ∀𝐴 ∈ 𝜎𝐹:  𝜇(𝐴) ≥ 0, 

2. 𝜎𝐹 𝜎 -алгебрасында жататын кез келген өзара 

қиылыспайтын саны ақырлы (не саналымды) 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 (𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛, …) жиындары үшiн келесi 

теңдiгi орындалады 

μ (∑ 𝐴𝑘

𝑘

) = ∑ μ(𝐴𝑘)

𝑘

 

 

шарттарды қанағаттандыратын функция болып 

табылады. 

Ескерту 3.1. Оқулықта өлшем ретiнде сигма-

алгебраның кем дегенде бiр элементіндегі мәнi ақырлы 

болатын функциялар ғана қарастырылады. 

 

Ескерту 3.2. Жоғарыдағы 3.1-ескертуі жағдайында  

𝜇(∅) = 0 теңдігі орындалады. Шынында да, μ(𝐴) < +∞ 

болсын. Онда 3.8-анықтаманың 2 шарты бойынша  

 

μ(𝐴) = μ(𝐴 + ∅) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(∅) 

теңдігінен қажетті 

 

𝜇(∅) = 0 

 

 теңдiгiне келеміз. 

  

 Енді ақырлы аралықтардың ұзындықтарының 

жалпылауы болатын Лебег өлшемін құру процедурасына 

көшейік.  

 Ол үшін әуелі Борельдік жиындарға өлшем 

құрылады. 



 

Анықтама 3.9. Нақты жиынындағы барлық 

шенелген интервалдарды қамтитын ең кiшi сигма 

алгебра борельдiк 𝜎-алгебра деп, ал оның элементтері 

борельдік жиын немесе Борель бойынша өлшемді жиын 

деп аталады. Борельдік 𝜎-алгебра 𝜎𝐵(𝑅) арқылы 

белгiленедi.  

 

Теорема 3.3. (𝑅 кеңiстiгiндегi ашық жиындардың 

құрылысы). 𝑅 жиынында жататын кез келген 𝐺 ашық 

жиыны өзара қиылыспайтын, шеткi нүктелерi 𝐺 

жиынында жатпайтын интервалдардың ақырлы 

немесе саналымды бiрiгуi түрiнде  өрнектеуге болады, 

яғни 

∃{𝑎𝑘 , 𝑏𝑘}𝑘∈𝑇: 𝑎𝑘 ∉ 𝐺, 𝑏𝑘 ∉ 𝐺, (𝑎𝑘, 𝑏𝑘) ∩ (𝑎𝑗 , 𝑏𝑗)

= ∅ (𝑘 ≠ 𝑗), 𝐺 = ∑(𝑎𝑘, 𝑏𝑘)

𝑘∈𝑇

 (3.1) 

мұндағы 𝑇 − ақырлы немесе саналымды индекстер 

жиыны. 

 

Анықтама 3.10. 𝐺 ашық сандық жиыны берiлсiн. 

𝐺 жиынын құрайтын интервалдардың ұзындықтарының 

қосындысы 𝐺 жиынының өлшемi деп аталады, яғни (3.1) 

шарттарын қанағаттандыратын {(𝑎𝑘, 𝑏𝑘)}𝑘∈𝑇  

интервалдары үшiн 

 

𝑚(𝐺) = ∑(𝑏𝑘−𝑎𝑘)

𝑘∈𝑇

. 

 

Анықтама 3.11. 𝐸 ⊂ 𝑅 шенелген жиыны берiлсiн. 

𝐸 жиынын қамтитын 𝐽 ашық жиындардың өлшемдерiнiң 

инфимумы 𝐸 жиынының сыртқы өлшемi деп аталады да, 

𝜇∗(𝐸) арқылы белгiленедi: 

 

𝜇∗(𝐸): = inf
𝐽 ашық:

𝐸⊂𝐽

𝑚(𝐽). 

Сыртқы өлшемнің қасиеттері: 



1°. Сыртқы өлшем кез келген 𝐴, 𝐴 ⊂ 𝑅 үшін 

анықталады, 

2°. Теріс еместілік: 𝜇∗(𝐴) ≥ 0, 
3°. Монотондылық: 𝐴 ⊂ 𝐵 болғанда 𝜇∗(𝐴) ≤

𝜇∗(𝐵), 

4°. Жартылай аддитивтілік: 𝜇∗(⋃ 𝐴𝑘𝑘 ) ≤
∑ 𝜇∗(𝐴𝑘)𝑘 . 

 

Анықтама 3.12. 𝐹 ⊂ 𝑅 шенелген тұйық жиыны 

берiлсiн. 

 

𝑚(𝐹) = 𝑏 − 𝑎 − 𝑚(𝐶[𝑎,𝑏]𝐹) 

 

саны 𝐹 жиынының өлшемi деп аталады. Мұндағы  𝑎 =
inf 𝐹 , 𝑏 = sup 𝐹, 𝐶[𝑎,𝑏]𝐹 = [𝑎, 𝑏]\𝐹 (бұл ашық жиын 

болады). 

 

Анықтама 3.13. 𝐸 ⊂ 𝑅 шенелген жиыны берiлсiн. 

𝐸 жиынының ішкі жиыны болатын тұйық жиындардың 

өлшемдерiнiң супремумы 𝐸 жиынының iшкi өлшемi деп 

аталады да, 𝜇∗(𝐸) түрiнде белгiленедi: 

 

𝜇∗(𝐸): = sup
𝐹 тұйық,

𝐹⊂𝐸

𝑚(𝐹). 

 

Ішкі өлшемнің қасиеттері: 

1°. Ішкі өлшем кез келген 𝐴, 𝐴 ⊂ 𝑅 үшін 

анықталады, 

2°. Теріс еместілік: 𝜇∗(𝐴) ≥ 0, 
3°. Монотондылық: 𝐴 ⊂ 𝐵 болғанда 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵), 

4°. Жартылай аддитивтілік: 𝜇∗(∑ 𝐴𝑘𝑘 ) ≥ ∑ 𝜇∗(𝐴𝑘)𝑘  

(𝑖 ≠ 𝑗 болғанда 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅). 

5°. 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐴). 

 

Анықтама 3.14. 𝐸 ⊂ 𝑅 шенелген жиыны берiлсiн. 

Егер 𝐸 жиынының iшкi және сыртқы өлшемдерi тең 

болса, онда 𝐸 жиыны Лебег бойынша өлшемдi жиын, 



iшкi және сыртқы өлшемдердiң ортақ мәнi 𝐸 жиынының 

Лебег өлшемi деп аталып, 𝜇(𝐸) арқылы белгiленедi. 

Сыртқы және iшкi өлшемдер өзара тең болмаған 

жағдайда (нақтырақ айтқанда iшкi өлшем сыртқы 

өлшемнен кiшi болған жағдайда) жиын өлшемсiз деп 

аталады.  

 

Теорема 3.4. Интервалдың өлшемi оның 

үзындығына тең болатындай Борельдiк сигма - 

алгебрада жалғыз ғана өлшем бар. Ол өлшем − Лебег 

өлшемi. 

 

Өзін-өзі тексеру сұрақтары  

 

1. Жиындар  жүйесi дегеніміз не?  

2. S жиындар жүйесi белгілі бір теориялық-жиындық 

амалға қатысты тұйық дегеніміз не? 

3. Алгебра дегеніміз не? 

4. Жиындар жүйесінің алгебра болуының қажетті 

және жеткілікті шарты.  

5. σ-алгебра дегеніміз не? 

6. Жиындар жүйесінің σ-алгебра болуының қажетті 

және жеткілікті шарты. 

7. Жиындар функциясы дегеніміз не? 

8. Ақырлы-аддитивтi функция дегеніміз не? 

9. 𝜎-аддитивтi функция дегеніміз не? 

10. Өлшем дегеніміз не? 

11. Жиынның сыртқы өлшемі дегеніміз не? 

12. Жиынның ішкі өлшемі дегеніміз не? 

13. Лебег бойынша өлшемдi жиын дегеніміз не? 

14. Лебег өлшемi дегеніміз не? 

 


