Лекция № 14.  Алгоритмы и простые, случайные  числа.
ЦЕЛЬ: Ознакомить с понятиями: Алгоритмы и простые  числа.

ВОПРОСЫ:

1. Алгоритмы и простые, случайные  числа.

2. Алгоритмы поиска и распознавания простых чисел

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ: Простоое число.  Случайные  числа.Алгоритмы для работы  с простыми и случайными числами. 

Теория простых чисел считалась разделом чисто теоретической математики, однако современные алгоритмические идеи решения разнообразных задач опираются на результаты этой теории. Значительное повышение интереса к простым числам в области информатики связано с известной криптосистемой RSA (Риверст, Шамир, Адлеман, 1977г. [1]). При построении этой криптосистемы используется ряд алгоритмов, в том числе и алгоритм Евклида (IIIв. дон.э.), который до сих пор остается «современным» и востребованным в алгоритмической практике.

На практике, особенно в криптографических алгоритмах, возникает необходимость нахождения больших простых чисел. Один из эффективных алгоритмов решения этой задачи — вероятностный тест Миллера-Рабина (1980 г.). Идея теста Миллера-Рабина состоит в последовательной генерации случайных чисел и проверке их на простоту с использованием теоремы Ферма – Эйлера Основная задача теста связана с уменьшением вероятности ошибочного признания некоторого составного числа в качестве простого.Одна из нетривиальных идей использования простых чисел для разработки и доказательства эффективности алгоритмов — идея предложенного в 1981 и опубликованного в 1987 году Рабином и Карпом алгоритма поиска подстроки в строке. Центральная идея алгоритма связана с переходом к сравнению чисел вместо посимвольного сравнения образца и части строки поиска.

Простое число— это натуральное число, имеющее ровно два различных натуральных делителя: единицу и самого себя. Все остальные числа, кроме единицы, называются составными. Таким образом, все натуральные числа больше единицы разбиваются на простые и составные. Изучением свойств простых чисел занимается теория чисел. В теории колец простым числам соответствуют неприводимые элементы.

Последовательность простых чисел начинается так: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, …

Алгоритмы поиска и распознавания простых чисел. Простые способы нахождения начального списка простых чисел вплоть до некоторого значения дают Решето Эратосфена, решето Сундарама и решето Аткина.Однако, на практике вместо получения списка простых чисел зачастую требуется проверить, является ли данное число простым. Алгоритмы, решающие эту задачу, называются тестами простоты. Существует множество полиномиальных тестов простоты, но большинство их являются вероятностными (например, тест Миллера — Рабина) и используются для нужд криптографии. В 2002 году было доказано, что задача проверки на простоту в общем виде полиномиально разрешима, но предложенный  детерминированный тест Агравала — Каяла — Саксены имеет довольно большую вычислительную сложность, что затрудняет его практическое применение.Для некоторых классов чисел существуют специализированные эффективные тесты простоты .

          Бесконечность множества простых чисел. Простых чисел бесконечно много. Самое старое известное доказательство этого факта было дано Евклидом в «Началах» (книга IX, утверждение 20). Его доказательство может быть кратко воспроизведено так:Представим, что количество простых чисел конечно. Перемножим их и прибавим единицу. Полученное число не делится ни на одно из конечного набора простых чисел, потому что остаток от деления на любое из них даёт единицу. Значит, число должно делиться на некоторое простое число, не включённое в этот набор. Противоречие.

Математики предлагали другие доказательства. Одно из них (приведённое Эйлером) показывает, что сумма величин, обратных к первым n простым числам, неограниченно растёт с ростомn.Теорема о распределении простых чисел утверждает, что количество простых чисел меньших n, обозначаемое π(n), растёт как n / ln(n).

Наибольшее известное простое. Издавна ведутся записи, отмечающие наибольшие известные на то время простые числа. Один из рекордов поставил в своё время Эйлер, найдя простое число 231 − 1 = 2147483647.

Наибольшим известным простым числом по состоянию на февраль 2011 года является 243112609 − 1. Оно содержит 12 978 189 десятичных цифр и является простым числом Мерсенна(M43112609). Его нашли 23 августа 2008 года на математическом факультете университета UCLA в рамках проекта по распределённому поиску простых чисел Мерсенна GIMPS.Числа Мерсенна выгодно отличаются от остальных наличием эффективного теста простоты: теста Люка — Лемера. Благодаря ему простые числа Мерсенна давно удерживают рекорд как самые большие известные простые.За нахождение простых чисел из более чем 100 000 000 и 1 000 000 000 десятичных цифр EFF назначила  денежные призы соответственно в 150 000 и 250 000 долларов США. Ранее EFF уже присуждала призы за нахождение простых чисел из 1 000 000 и 10 000 000 десятичных цифр.

Простые числа специального вида. Существует ряд чисел, простота которых может быть установлена эффективно с использованием специализированных алгоритмов.

· Числа Мерсенна — числа вида Mp = 2p − 1, где p — простое число (последовательность A001348 в OEIS). Как уже было отмечено выше, эффективным тестом простоты является тест Люка-Лемера. Простые числа Мерсенна образуют последовательность A000668 в OEIS.

· Числа Ферма — числа вида [image: image1.png]


, где n — неотрицательное целое число (последовательность A000215 в OEIS). Эффективным тестом простоты является тест Пепина. По состоянию на ноябрь 2011 года известно только 5 простых чисел Ферма (для n = 0, 1, 2, 3, 4), и высказана гипотеза, что других простых чисел Ферма нет.

· Числа Вудалла (англ.) — числа вида [image: image2.png]


 (последовательность A003261 в OEIS). Эффективным тестом простоты является тест Люка-Лемера-Ризеля (англ.). Простые числа Вудалла образуют последовательность A050918 в OEIS.

С использованием теста Бриллхарта-Лемера-Селфриджа (англ.) может быть проверена простота следующих чисел:

· Числа Куллена (англ.) — числа вида [image: image3.png]


 (последовательность A002064 в OEIS). Простые числа Куллена образуют последовательность A050920 в OEIS.

· Числа Прота — числа вида [image: image4.png]k-2"+1



, причем k нечетно и 2n > k (последовательность A080075 в OEIS). Числа Куллена являются частным случаем чисел Прота при k = n. Числа Ферма являются частным случаем чисел Прота при k = 1 и n = 2m. Простые числа Прота образуют последовательность A080076 в OEIS.

Для поиска простых чисел обозначенных типов в настоящее время используются проекты распределенных вычислений GIMPS, PrimeGrid, Ramsey@Home, Seventeen or Bust, Riesel Sieve,Wieferich@Home.

Открытые вопросы

Распределение простых чисел pn = f(Δsn); Δsn = pn+1² — pn². Δpn = pn+1 — pn; Δpn = 2, 4, 6, … 
До сих пор существует много открытых вопросов относительно простых чисел, наиболее известные из которых были перечислены Эдмундом Ландауна Пятом Международном математическом конгрессе

 HYPERLINK "http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8B%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B0" \l "cite_note-8" [9]:

1. Проблема Гольдбаха (первая проблема Ландау): доказать или опровергнуть, что каждое чётное число, большее двух, может быть представлено в виде суммы двух простых чисел, а каждое нечётное число, большее 5, может быть представлено в виде суммы трёх простых чисел.

2. Вторая проблема Ландау: бесконечно ли множество «простых близнецов» — простых чисел, разность между которыми равна 2?

3. Гипотеза Лежандра (третья проблема Ландау) верно ли, что для всякого натурального числа n между n2 и (n + 1)2 всегда найдётся простое число?

4. Четвёртая проблема Ландау: бесконечно ли множество простых чисел вида n2 + 1, где n — натуральное число?

Открытой проблемой является также существование бесконечного количества простых чисел во многих целочисленных последовательностях, включая числа Фибоначчи, числа Ферма и т. д.
Алгоритмы для работы   с простыми  числами, генерации  случайных чисел  см. литературу.

ВЫВОДЫ:  Для поиска простых чисел обозначенных типов в настоящее время используются проекты распределенных вычислений .Большие простые числа порядка 10300  используются в криптографии с открытым ключом. Простые числа также используются в хеш-таблицах и для генерии псевдослучайных чисел 
