2-тарау 

Төлемдер ағыны,  рента

 Төлемдер ағыны іс жүзінде өте жиі кездеседі. Шамамен 15 күн аралығында еңбекақы әдетте айына 2 рет төлемдер ағыны түрінде төленеді.  Пәтер ақы – әдеттегідей бойынша  айлық төлемдер ағыны. Көлік сатып алу үшін жанұя банк шотына ай сайын кейбір соманы салып отырады және т. б. Сондықтан төлемдер ағынын зерттеу өте маңызды. 

2.1.   Төлемдер ағыны  

Төлемдер ағыны – төлемдердің өздерінің (таңбалы) шамаларының және оларды іске асырудағы уақыт мезеттерінің тізбегі. 
Төлемнің таңбасы оң болған кезінде  таңбасын жазбауға да болады, онда ол түсім боп есептеледі, ал теріс таңбалары бар төлемдер өтеулер деп аталады. 
Төлемдердің сан мөлшелеріне байланысты ағымды ақырлы немесе шексіз деп аталады.
((T) =(Rk, tk( – төлемдер ағыны болсын, мұнда Rk – төлемдері,  tk – уақыт мезеттері. Сонымен қатар, әдетте ағын бойы өзгеріссіз болатын   і  пайыз мөлшері белгілі деп ұйғарылады.
 
Т мезетке дисконтталған ((T) = 
[image: image1.wmf](

)

å

-

+

k

t

T

k

k

i

R

1

 төлемдердің сомасы бұл   Т   мезеттегі ағынның шамасы  деп аталады.

Кез келген басқа Т( мезетіндегі ағынның шамасын                                     ((T() = 
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  табу үшін, қандай болса да басқа  Т  мезеттегі  ((T) ағынның шамасын білу жеткілікті. 
((0)  шамасы  ағынның  қазіргі  шамасы деп аталады. Егер ақырғы төлем бар болса, онда сол мезеттегі ағынның шамасы  ағынның  ақырлы  шамасы  деп аталады.

Мысал 1.  Берілген ағын (=((-2000,1); (1000,2), (2000,3)( болсын. Берілген і=10%  пайыз мөлшері бойынша осы ағынның сипаттамаларын табайық.
[image: image3.emf]
  Ш е ш у і. Алдымен ағынның қазіргі шамасын бастапқыда табамыз:
((0) = -2000((1+0,1)-1 + 1000((1+0,1)-2      +    2000((1+0,1)-3 =

         = -1818,2 + 826,4 +1502,6 = 510,8.

Енді ағынның ақырғы шамасын да табуға болады:

((3) =  ((0) ( (1 + i)3 = 679,8.  
Тұрақты аралықтағы оң төлемдердің ағыны  рента деп аталады. Көбінесе төлемдердің өздері бірдей болады. Бұдан әрі төменде тек қана бірдей төлемдері бар ренталар қарастырылады.  

  2.2. Ақырлы жылдық рента  

 Бұл ең қарапайым рента:  онда жылына тек қана жалғыз төлем R, оның ұзақтығы n жыл, жылдық пайыз мөлшері  і. Рента төлемдеріне күрделі пайыздар қосып есептеледі.
 Мысал 2. Жылдық төлемдері   1000   рубль, пайыз мөлшері   і = 10%  болатын 5-жылдық рентаны қарастырайық
                                    Жылдық төлемдері      [image: image4.emf]
     [image: image5.emf]
                               Шотында барлығы      [image: image6.emf]
Ш е ш у і. Ақшалық сомалардың қозғалыстарын түсіндірейік. 1-ші жылдың соңында банкке  1000 руб. салынады. Қосып есептелген 10%-ің арқасында 2-ші  жылдың соңында бұл сома 1100-ге дейін көбейеді.  Кезекті 1000 руб. төлеммен бірге шотында 2100 руб. болады.  3-ші жылдың аяғында қосып есептелген 10%  арқасында, бұл сома 2310-ке дейін көбейеді. Кезекті салынған төлемімен бірге енді шотында 3310 руб. болады және т.б. Рентаның арттырылған сомасы  6105,1 руб. тең болады. Рентаның қазіргі шамасын табу үшін   0 мезетінде  арттырылған 6105,1 соманы дисконттаймыз. Бұдан 
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Егер төлемдер кезекті аралықтардың соңында түссе, онда рента постнумерандо деп аталады, басында – пренумерандо.    Қарастырылған мысалдағы рента – постнумерандо. Төменде тек қана осындай ренталар қарастырылады.

Ақырлы жылдық  {R,  n,  i}   рентаның жалпы жағдайларын талқылайық:
[image: image8.emf]
Басты міндетіміз – бұл рентаның қазіргі шамасын табу.      
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деп аламыз.
 
Тік жақшалардағы бірінші мүшесі (1+і)-1 және бөлімі (1+і)-1 болатын геометриялық прогрессияның  n  мүшелерінің сомасы. Бірінші мүшесі   b1   және бөлімі  q  болатын геометриялық прогрессияның  n  мүшелерінің сомасы 
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)

1

1

1

-

-

q

q

b

n

  немесе  
[image: image11.wmf]1

1

-

-

q

b

q

b

n

  екендігі белгілі. Сондықтан тік жақшалардағы сома 
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  болады. Демек рентаның қазіргі шамасы 
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 шамасы a(n, i) деп белгіленеді де рентаның келтіру коэффициенті деп аталады. Бұл белгілеуді пайдаланып
A = R( a(n, i)
аламыз.  

Рентаның қазіргі шамасы белгілі болған жағдайда оның ақырғы шамасын табу оңай, ол шама  S  рентасының   арттырылған   шамасы  деп аталады:
S = A(1+i)n
немесе

S = R( a(n, i)((1+i)n =
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 шамасы s(n, i) деп белгіленеді де рентаның арттыру коэффициенті  деп аталады. Бұл белгілеуді  пайдаланып
S = R( s(n, i)
болады.  

a(n, i) және s(n, i) шамалары келесі айқын арақатыныстармен байланысады:
s(n, i) =  a(n, i) ((1+i)n,

немесе

s(n, i) =  a(n, i) (M(n, i).
s(n, i) арттыру коэффициенті, рентаның арттыру шамасы жылдық төлемнен қанша есе артық болатынын көрсетеді. Рентаның келтіру коэффициенті де осы сияқты мағынаны білдіреді: жылдық төлемдерге қарағанда рентаның қазіргі шамасы қанша есе үлкен болатынын көрсетеді. "Рентаның қазіргі шамасы" ұғымының мағынасын басқаша да талқылап бере аламыз: егер 0  мезетінде банкке  і  жылдық пайыз мөлшері бойынша  рентаның қазіргі шамасын салса, онда  n-ші жылдың аяғында ол шама арттырылған рентасының  S  шамасына дейін өседі. Сөйтіп ақырғы жылдық рента үшін келесі 
                      А = R( а(n, i),     S = R( s(n, i)                           (2.1)
формулаларды аламыз.                                                                      
Бүтін емес  n  үшін де бұл формулалардың мағынасы бар. Мұнда да      а(n, i)   және   s(n, i)  үшін анықтайтын формулаларды пайдалану қажет.

Төменде жылдық рентаның келтіру және арттыру коэффициенттерінің кестелерінен үзінділер келтірілген. Үлкен көлемді кестелер төмендегі сәйкес 3 және 4 қосымшаларда келтірілген.

Жылдық  рентаның  келтіру  коэффициенттері   а(n, i) = 
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[image: image18.emf]
Жылдық рентаның арттыру коэффициенттері  s(n, i) =
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[image: image20.emf]
Келтіру және арттыру коэффициенттерінің қолданылуын келесі мысал арқылы көрсетейік.  

Мысал 3.  Егер R = 1000, n = 8, i = 8%  болса, жылдық рентаның қазіргі және арттырылған шамаларын табу қажет.
Ш е ш у і. Кесте бойынша  а(8, 8) = 5,747, s(8, 8) = 10,637 табамыз. Олай болса рентаның қазіргі шамасы  5747-ге тең, ал арттырылған – 10637. Бақылау ретінде мултиплициттайтын көрсеткіштер кестесіне қарап  М(8, 8) =  1,851 табамыз. 

Т е к с е р у:  5747(1,851 = 10638. 

2.3.  Жылдық рентаның параметрлерін анықтау  

 Жылдық рента  R   жылдық төлемімен, n жыл мерзімі ұзақтығымен және i  пайыз мөлшерімен бейнеленетіні жоғарыда айтылған. Әдетте пайыз мөлшері меңгеруге келмейді, оның есесіне параметрлердің қатарына   A  қазіргі шама мен S арттырылған шаманы қосуға болады. Осы барлық аталған шамалар тәуелсіз емес, сондықтан егер бұлардың арасындағы кейбіреулері берілсе, қалғандарын анықтауға болады:

1) егер R, n,  i  берілсе, онда А = R( а(n, i),     S = R( s(n, i);                         
2) егер R, А,  i  берілсе, онда n анықтау үшін белгілі 
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 теңдеуін аламыз да,    
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   табамыз. 

Егер соңғы өрнек бүтін емес болса, онда  n  керек қажетіне қарай оған ең жақын бүтін сан деп анықталады. Жоғарыда көрсетілген қолайсыз формуланы пайдаланбауға да болады.
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  белгілі содан соң рентаның келтіру коэффициенттер кестесі бойынша келісімді   n   (і белгілі екендігін ескеріп) таңдап аламыз.

Мысал 4.     R = 1000,  i = 8%  болсын. Қазіргі шамасы   А = 4000 рентаның  ұзақтығын табу қажет.

Ш е ш у і. 
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 аламыз Рентаның келтіру коэффициенттерінің кестесі бойынша  а(5, 8) = 3,993  екендігін табамыз. Олай болса  жуықтап  n=5.
Ренталардың параметрлерін анықтаудың зерттеуін жалғастырамыз:

3)  R, S,  i   берілген болса, онда алдыңғы  жағдайдағыдай әрекет етеміз;

4) А, n,  i  берілген болса, онда  R  анықтау үшін  А = R( а(n, i)  теңдеуін аламыз, мұндағы соңғы шама белгілі, олай болса  
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5)  S, n,  i  болса берілген, алдағы 4) пункттегі жағдайдағыдай әрекет етеміз;

6) пайыз мөлшері рентаны ұйымдастырушымен меңгеруге келмейтін болса да, керекті пайыз мөлшері жөнінде ойлануға болады. Яғни R, А,  n берілсін,  i  пайыз мөлшерін таңдап алу қажет.  Алдағы есептерге қарағанда бұл одан гөрі қиындау. і табу үшін 
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 белгілі теңдеуін аламыз. Бірақ осы теңдеуді аналитикалық әдіспен есептеу мүмкін емес. Мұндай жағдайда жуық әдістерді пайдалануға тура келеді. Алайда қолда компьютер болса,  і-дің жуық мәнін анықтау үшін қарапайым бағдарлама құру қиын емес.
Әуелі   і  шамасы кіші болған жағдайында 
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 шамасы шамамен    n-ге тең болатынын, кейін і-дің өсуімен кішірейетінін ескерейік (бұл шама 
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 сомасына тең, бұдан шығатын  
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  жағдайында теңдеуінің шешімі жоқ екені, яғни керекті  і  пайыз мөлшері табылмайды). Ал егер  
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 болса, онда жоғарыда көрсетілгендей керекті  і пайыз мөлшері табылады және оны итеративті әдіспен табуға болады. 
Кіші қадамды циклда  і-ді өсіріп,  
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  арақатынасын талдайық. Әуелі,  і  кіші шама болған жағдайда, бұл теңсіздік орындалады, кейін оның орындалуы тоқталады. Осы жағдай пайда болған кезде керекті жуық пайыз мөлшерінің мәні табылғаны.

 2.4. Жалпы ақырғы рента – төлемдерді  және пайыздарды жылына бірнеше рет қосып есептеу
Төлемдер жылына   р  рет өзара тең аралықтарда төленетін болсын және де жылдық қосылған төлем  R  болсын, демек бірлік төлемі  
[image: image32.wmf]p
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-ға тең; пайыздар жылына  m  рет осылай тең интервалдарда қосылады.    1-ші жылды толықтау қарастырайық: 
[image: image33.emf]
Осы сурет p=3,  m=2 жағдайды қамтып көрсетеді (төлемдер «(»  белгіленген мезеттерде  салынады, пайыздар «+» мезеттерінде және жылдың соңында қосылып есептелінеді).

Кейбір анықтаулар қажет. Кезекті қосылатын мезетінде пайыздар күрделі пайыз мөлшерімен әрбір ертерек төлемге түсімнің мезетін ескере отыра қосылып есептеледі. k-лық төлемі соңғы шетінен 
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 жылға қашық болады, сол себептен оған  толық  
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 пайыз мөлшерімен  
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 қосылғаны беріледі   ([а] – а-ның бүтін бөлшегі), және де тағы бір қосылым есебі толық емес  пайыз мөлшері бойынша болуы мүмкін, оның рентаның арттырылған сомасына қосылған дербес төлемі  
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  мәнін құрайды.  Барлық осындай дербес салымдардың сомасы рентаның арттырылған сомасын құрайды
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Қосылатын ретін өзгертіп соманы былай жазуға болады
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Осы соманың қосындылары бірінші мүше 
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 және мүшелердің саны  np  болатын геометриялық прогрессияның мүшелері екендігі анық. Олай болса, олардың сомасы 
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тең болады.
Жоғарыдағы 
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теңдігін аламыз 
Рентаның арттырылған шамасын тапқаннан кейін осы рентаның қазіргі шамасын табу қиындық келтірмейді. Атап айтқанда:
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Осы жалпы формуладан дербес ренталардың арттырылған шамасын есептейтін формулаларды шығаруға болады: төлем жылына бір рет болатын, ал пайыздар бірнеше рет қосылатын жағдайда; керісінше, пайыздардың қосылып есептеуі жылына бір рет, оның есесіне төлемдері жылына бірнеше рет, т.б. жағдайларда.
Мысалы, p –  жылдағы төлемдердің саны, ал пайыздар бір рет қосылып есептеледі, яғни   m =  1, сонда осындай рентаның арттырылған шамасы 
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болады. 
Немесе, жылына бір төлем болсын  (p=1), оның есесіне пайыздар жылына m   рет қосылып есептелінеді, онда осындай рентаның арттырылған шамасы 
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болады. 
Тіпті жиі m=p, яғни жылдағы төлемдердің саны мен қосылатын пайыздардың саны дәл келеді, онда жалпы (2.2) формула бойынша    
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теңдігін  аламыз. 
Дегенмен, бұл формуланы, ақырлы жылдық рента үшін (2.1) формуласынан шығару оңай, ондағы  R-дың орнына  
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  қойып төлемдердің саны   mn, яғни  n  еместігін ескереміз.


2.5. «Мәңгі» жылдық рентасы

«Мәңгі» жылдық рентасы түсінігіне кіретіні – төлемдердің тізбегі шенелмеген рента. Мұндай рента шексіз ұзақ мерзім төленетіні ұйғарылған. Осындай рентаның арттырылған шамасы шексіз, бірақ қазіргі рентаның шамасы  
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-ға тең болады. Осыны дәлелдейік.

Осындай рентаның қазіргі шамасы қазіргі төлемдер мезетінде дисконтталатын төлемдердерден құрылған шексіз қатар болады, яғни 
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  (шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның сомасын пайдалану қажет). Дегенмен ақырлы жылдық рентаның формуласын (2.1) алуға болады:
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Бұл формулада  n((  жағдайда шекке көшейік, онда  
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  шамасын аламыз.
Мысал 5. Бизнесмен вилланы жылына $10000-ға арендаға алған. Жылдық пайыз мөлшері  5%  болған жағдайда осы аренданың өтем бағасы қанша?
Ш е ш у і.  Бұл өтем бағасы барлық келешек арендалық төлемдердің қазіргі шамасы болады және  
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 = $200000 тең. Бұл шама арендаға берушінің банкке орналастырылған бастапқы жылдық пайыз мөлшерімен $200000-дан алатын жылдық пайыз табысымен дәл келеді.

2.6. Ренталарды біріктіру және ауыстыру

Ренталарды біріктірудің жалпы ережесі өте оңай:  қосылғыш ренталардың қазіргі шамалары табылады да бәрі қосылады, содан соң сондай қазіргі шамасы бар және керекті қалған параметрлері болатын рентаның сомасы анықталады.

Мысал 6. Екі жылдық рентадан құрылған  біріккен рентаның сомасын табайық: біріншінің ұзақтығы  5 жыл және жылдық төлемі 1000, екінші – 8 және 800. Жылдық пайыз мөлшері   8% .

Ш е ш у і. Кестелер бойынша келтіру коэффициенттерін табамыз:    а(5, 8) = 3,993,        а(8, 8) = 5, 747.  Одан әрі   А1= 1000(3,993=3993,   А2=800 – 5,747=4598. 
Олай болса рента соманың қазіргі шамасы   А=8591.

Енді рентаның біріктірілген сомасының ұзақтығын немесе  жылдық төлемін беруге болады және одан кейін осының екінші параметрі анықталады. Осындай есептер § 2.3-те қарастырылған.

Берілген рентаны параметрлері өзгертілген басқа рентамен ауыстыру мәселелері де дәл осылай шешіледі, яғни: берілген рентаның қазіргі шамасы табылады да,   кейін қазіргі шамасымен,  керекті параметрлерімен рента анықталады.
2.7. Төлемдер ағындарының  дюрациясы
Берілгені  i  пайыз мөлшері,  (=(1+i)  арттыру коэффициенті болсын.  Төлемдер ағыны  (=(Rk, tk)  болсын,   tk   мезетіндегі  төлемнің шамасы – Rk  .  Бұл ағынның қазіргі шамасын  A  деп белгілейік:  A=
[image: image58.wmf]å

k

k

A

, мұнда   Ak=Rkexp(-tk ln() – қазіргі шаманың  k-шы төлемі.

Анықтама.   Төлемдер  (  ағынның дюрациясы деп теріс таңбасымен алынған арттыру коэффициенті   
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  7 бойынша қазіргі  шаманың  икемділігі.
Дюрация  Dur(() деп  белгіленеді,  сөйтіп  Dur(() = –
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Икемділіктің   а н ы қ т а м а с ы н  еске салайық.  х – аргумент-шамасы,  у –   х-ке  байланысты  функция-шамасы, онда   xo   нүктесіндегі  х-ке  байланысты  у-тың  икемділігі деп салыстырмалы у шамасының өзгеруінің салыстырмалы  х шамасының өзгеруіне қатынасы, яғни
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Демек, егер  
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  болса, онда  х-тың  1% -ға өскен сәтінде   y   2%-ға кішірейеді. Сөйтіп, дюрация ағынның қазіргі шамасының арттыру коэффициенттінің  өзгерісінің әсер ететін сезімділігін сипаттайды, егер ағынының дюрациясы  2-ге  тең болса, онда арттыру коэффициентінің  1%-ға  өсуі ағынның қазіргі шамасы 2% -ға кемітеді. Дюрацияның төлемдер ағынының ең маңызды сипаттамасы болатындығы түсінікті.


Ағынның қазіргі шамасын арттыру коэффициент бойынша дифференциалдап, төлемдер  (  ағынының   дюрациясын  табайық. Сөйтіп,
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Демек,

[image: image68.wmf]m

m

m

A

d

dA

Е

А

:

=

= 
[image: image69.wmf](

)

(

)

m

m

A

t

R

t

k

k

k

k

:

ln

1

exp

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

å

=
[image: image70.wmf](

)

(

)

å

-

-

k

k

k

k

A

t

R

t

m

ln

exp

 = 
=  
[image: image71.wmf]å

-

k

k

k

A

A

t

 =  dur(().
Сонымен,  dur(() = 
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Енді барлық төлемдер теріс емес таңбалы болсын, онда барлық  Ak  шамалары да теріс емес таңбалы болады және олардың сомасы нақты  A-ға тең болады, демек  
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 шамалардың сомасы   1-ге тең болады. Сондықтан 
[image: image74.wmf]A

A

k

 қатынастарын ықтималдық ретінде түсіндіруге болады, ал 
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 шамасын – төлемдердің орта мезеті деп келесі мағынада:  T кездейсоқ шаманы (к.ш.) дискрет к.ш. деп анықтайық, сонымен бірге ол үшін   

P(T = tk)  =  
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Сонда оның математикалық күтімі  T = M[T] = 
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  тең болады, және   
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=Dur(()  болатындығын байқау оңай.

Сөйтіп, келесі  қ о р ы т ы н д ы н ы  аламыз: төлемдердің орта мезеті мен  теріс емес таңбалы төлемдер ағынының дюрациясы өзара  тең.
Төлемнің орта мезетінің мазмұнды  ұғымдауын түсіндірейік.
Рубль купюралардан құрылған  Ak  ақшалы сомаларды бір қапқа салайық (осы барлық сомалар – бүтін сандар деп ұйғарайық) және осы Ak  сомадағы әрбір купюраға  tk  деп жазайық. Купюраларды араластыру үшін қапты сілкейміз. Бір купюраны шығарамыз да,  онда қандай   tk  жазылғанын оқимыз.   Алынған к.ш. T-екендігі, ал оның математикалық күтімі, яғни орта мәні дюрация екендігі айқын.

Енді, егер ағынның дюрациясы  2-ге тең болса, онда арттыру коэффициенті 1%-ға өскенде төлемнің орта мезеті 2%-ға өсетінін айтуға болады.  Теріс емес таңбалы төлемдер ағынының қазіргі шамасының арттыру коэффициенті бойынша алынатын икемділігі теріс таңбалы болады, демек осындай ағынның дюрациясы оң таңбалы болады.
Е с к е р т у.  
[image: image79.wmf]A

A

k

 «ықтималдақтарды» тапқан кезінде  төлемдерді міндетті түрде тек қана бастапқы мезетіне емес, кез келген уақыт мезетіне дисконттауға болады, себебі бұл қатынастар бірдей. Дербес жағдайда, ағынның арттыру шамасы бар болғанда, төлемдерді ағынның ақырғы мезетіне тіпті (-те де дисконттауға болады.

Осыны бейнелеу үшін  жылдық төлемі    R=1000 рубль және жылдық пайыз мөлшері   i=10%   болатын 5-жылдық рентаның дюрациясын табайық. Кездейсоқ   Т  шамасының  төмендегіндей үлестірім қатары болсын:
[image: image80.emf]
Ықтималдықтарының 0,24, т.б. қалай табылатынын түсіндірейік. Рента арттыру шамасы  6105 руб., ал төлемдердің арттыру шамалары, яғни 5-ші жылдың соңына дейін дисконтталған төлемдердің шамалары сәйкес 1464,  1331, т.б., демек 
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 т.б. тең болады. Дюрацияны Т к.ш.-ның математикалық күтімі ретінде есептеп:

1((0,24) + 2((0,22)+ … + = 2,8.
аламыз.
Сұрақтар   МеН   есептер

1.  Қазіргі және ақырғы ағындар шамаларының ара қатынасын көрсетіңіз
2. Ағынның қазіргі және арттырылған шамаларын табыңыз
 {(-2000,1); (1000,2); (1000,3); (1000,4)} егер і=5%.
3.  Бір жанұя көлік сатып алуға $12 000 жинау үшін банкке жыл сайын  $1000  салып отырады.    Банктегі жылдық пайыз мөлшері  7%.  Осы    жанұяға  қажет мөлшердегі ақшаны  қанша уақыт жинауға тура келеді?  
4.  Бір жанұя саяжайды  $12000-га  6  жылдан кейін сатып алғысы келеді.    Егер банктегі жылдық пайыз мөлшері  8% болса,  осы 6 жыл ішінде  $12000 соманы жинау үшін өзінің банктегі шотына  жыл сайын (біріңғай)  қанша сомада бірдей ақша салу керек?       
5.  
Баспахана жазушының банк шотына әрбір жарты жылда 2000 руб. аударады, сол шотқа банк әрбір жарты жылда 7 %  күрделі пайыздар схемасы бойынша қосып есептейді.   4  жылдан кейін шотта қанша ақша болады?  
6.  Мелиоративтік жұмыстары үшін мемлекет фермаға $500  салады.   Салынған ақшалар арнайы шотқа түседі және әрбір жарты жылда оларға 4% күрделі пайыз схемасы бойынша қосып есептейді.   Осы шотқа 5 жылдан кейін қанша ақша жиналады?  
7.  Сот отырысында  N  есімді азамат ай сайын  100 рубль салық төлемегендігі анықталды.    Соңғы  2  жылда төлемеген салықты , сонымен бірге пайыз ақысын талап етеді (ай сайын 3%).  N  есімді азамат қандай соманы төлеуі тиіс?
8. Сот отырысында Зейнетақы фондының кінәсінен 10 жыл ішінде әр ай сайын  N  есімді азаматқа  100 рубль зейнетақының  төленбегені анықталды.    Сот осы фондқа барлық төленбеген ақшаларды  12%  жылдық пайыз мөлшерімен бірге төлеуді міндет етті. Осы төлемнің сомасы қанша?
Ш е ш у і.  Ізделінетін сома бірлік төлемі 100 руб. және төлемдердің саны 120 болатын рентаның арттыру шамасына тең.  Енді пайыздарды  қанша және қандай көлемде қосып есептеу қажет екендігі аса нақты түсінікті емес. Егер (2.5) формуласын пайдалансақ, онда ізделінетін сома 100(s(120,1) болады. Бірақ рентаның арттыру коэффициенттерінің кестесінде s(120,1)-шамасын таба алмаймыз. Ол шаманы тікелей есептеуге тура келеді: 
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Сонымен,  жуықтап  23 000 рубль төлеу қажет.
9.
Жылдық төлемі  $600  және ұзақтығы  10 жыл болатын  жылғы рентаны жеті жылдық  рентаға  алмастырыңыз.  Жылдық пайыз мөлшері  8%. 
10. Жылдық төлемі $1000  болатын  10 жылдық  жылғы рентаны жарты жылғы төлемі  $600  болатын рентаға алмастырыңыз.  Жылдық пайыз мөлшері  8%. 
11. Ұлдың банк шотында  50000 рубль, оған айлық 0,8% пайыз мөлшері қосып есептеледі. Ұл он жылдық командировкаға шетелге кетіп әкесіне  10  жылдың ішінде барлық шоттағы ақшаны жұмсауға рұқсат берді.  Қандай соманы әкесі  ай  сайын  алып тұрады?  

12.  Саяжайды сатып алушы есеп айырысудың екі нұсқасын  ұсынды:                1) $5000 дереу және содан кейін 5 жыл бойы $1000-дан;  2) $8000 дереу және  5  жыл бойы  $300-дан.  Қандай нұсқа сатушыға  тиімдірек, егер жылдық   пайыз мөлшері: а) 10%,  б) 5% болса? 
13.  Жылғы рентаны n=10, і=10% болғанда қарастырайық. Рентаның арттыру шамасын қандай әрекет өсіреді: мерзім ұзақтығының 1 жылға өсуі ме, әлде пайыз мөлшеріның 1%-ға өсуі ме? 
14.  Жылдық пайыз мөлшері  10% болатын рентаның қазіргі шамасы 16 000 а.б. болу үшін  ұзақтығы  8 жылға тең ақырлы жылды рентаның төлемі қандай болуы тиіс? 
15.  Жылдық рентаның арттыру шамасы әрқашан оның қазіргі шамасынан  көбірек  болатынын  дәлелдеңіз. 
16.  Ақырлы жылдық рентаның  қазіргі  шамасы оның жылдық төлемнен кем болуы мүмкін бе?
17.  Рентаның қазіргі шамасы да, оның арттыру шамасы да жылдық төлем шамасына сызықты тәуелді болатынына көз жеткізіңіз. Осыған байланысты рентаның келтіру және арттыру коэффициенттерінің мағыналарын қалай қайта тұжырымдауға болады? 
Н ұ с қ а у.  Бұл шамалардың мағынасын бірлік жылдық төлемге қолданып  сипаттаңыз. 
18.  Төлемдер ағынында төлемдердің орнын ауыстыруға рұқсат етіледі.  Ағынның ең үлкен қазіргі шамасы болу үшін осы төлемдерді қалай ауыстыру қажет?  Бұл ауыстырудың қандай практикалық мағынасы бар? 
19.  Жылдық төлемі R, пайыз мөлшері і болатындай мәңгі рентаны қарастырайық. Оның қазіргі шамасы, яғни   0  мезетінде   
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-ға  тең. Оның кез келген  t > 0 мезеттегі  шамасын табыңыз. Қандай   t-ның мәнінде бұл шама максимал, минимал болады? 
20.  Төлемі  R  болатын мәңгі жылдық рентаны қарастырайық. Қандай әрекет осы рентаның қазіргі шамасын үлкейтеді:  R-ді  1%-ға өсіру әлде  і-ді   1%-ға төмендету ме? 
21.  Егер төлемдерді екі есе жиірек жасаса, бірақ жылдық пайыз мөлшерін екі есе төмендетсе, онда мәңгі рентаның қазіргі шамасы үлкейе ме? 
22.  Ұзақтығы  4 жыл болатын, жылдық төлемі  R = 1000 а.б. және пайыз мөлшері айнымалы:  5% бірінші 2 жылда, 8% – 3-ші, 10% – 4-ші жылда, рентаның егжей-тегжейлі талдауын беріңіз. Осындайда рентаның қазіргі шамасын қалай анықтауға болады? 
23.  Параметрлері: жылдық пайыз мөлшері 12%, жылдық төлем – 400 а.б., ұзақтығы – 6 жыл болатындай рента үшін компьютер арқылы келесі сипаттамалар алынды: келтіру және арттыру коэффициенттері – 4, 11 және 8, 12; қазіргі және арттыру шамалары – 1644, 6 және 3246, 1. Компьютер есеп айырысуларын тексеріңіз. 
24.  Рентаның келесі  параметрлері бар: жылдық төлем – 400 а.б., ұзақтығы – 4 жыл, қазіргі шама – 1200 а.б. Компьютер арқылы керекті пайыз мөлшері  табылды,  жылдық 13%  және сонымен бірге оның келесі сипаттамалары алынды: келтіру және арттыру коэффициенттері – 2, 97 және 4, 85; арттыру шамасы – 1939, 9. 
Компъютер есеп айырысуларын тексеріңіз. 
25. "Мәңгі рентаның" дюрациясын табыңыз (2.5-ші параграфты қараңыз). 
26. Төлемдер ағынында төлемдерді қайта орналастыруға рұқсат етіледі.  Ағынның ең кіші дюрациясы болу үшін төлемдерді  қалай орнықтыру қажет?  Осы әрекеттің практикалық мәні бар ма? 
27. Бір рентаны басқа рентамен алмастырған жағдайда  дюрациясы  өзгере ме? (2.6-шы пункті және 9, 10 есептерді қараңыз) 
28. Қарапайым төлем ағынының дюрациясын табыңыз. 
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